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 수치해석 : 해석학적으로 얻기 어려운 문제의 답을 수치적으

로 근사값을 구하려는 연구.

  예)  
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  Taylor 급수

   함수  가    에서 무한번 미분가능일 때 무한급수

 ′

 ′′



 ⋯

을    에서  의 Taylor급수라 한다.

특히    일 때  의 Taylor급수를 특히 Maclaurin급수라 한다.

 

 Taylor의 정리

함수  가    을 포함하는 구간에서  번 미분가능하면,    

   ′

 ′′
 ⋯ 


 

이고  


 가 되는 점  가  와  사이에 존재한다. 
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함수들의 멱급수 전개

Maclaurin 급수 수렴구간

  
 

∞





 







 ⋯ ∞∞

sin 
 

∞






 







 ⋯ ∞∞

cos 
 

∞





 










 ⋯ ∞∞

ln  
 

∞





 










 ⋯  ≤ 

tan 
 

∞



 

 






 ⋯  ≤ 




 

 

∞

      ⋯  ≤ 

sinh  
 

∞






 











 ⋯ ∞∞

cosh  
 

∞




 










 ⋯ ∞∞
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[예제]  의 값을 소수점이하 넷째자리까지 정확히 구하여라.

(풀이)

모든  에 대하여 

    





 ⋯ 





 ,      

이므로    이면   





 ⋯ 





이다.

  이므로    

  





이다. 

여기서    이므로   


이다. 

소수점이하 4째자리까지 정확하려면

      


  ×   이어야 하고

   이면 위 식을 만족하므로

≈





 ⋯ 


≈  이다.          █
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제5장 근사함수

근사함수

     어떤 함수와 가깝다고 여겨져서 그 함수를 대신하여 사용하는 함수를 근사함수

     (approximation function)라고 한다.

     (예) ≈





 ⋯ 


  

근사함수의 이용

    (예) 








≈





 


 

     함수   


는 함수   




의 근사함수 인데,   ,

        이고 는 보다 “간편한” 1차 함수이다. (→사다리꼴공식)

노름의 이용

   함수들 사이에의 “가까움”, 즉 거리를 측정하는 방법으로 여러 가지 노름이 사용

   된다. 
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   (예) 가 구간 에서 연속 함수일 때, 함수간의 거리는     로
   측정하며, 함수의 노름의 예들은 다음과 같은 것들이 있다. 

              






               









             ∞ max   ≤ ≤ 

      여기에서 ≥를 “가중함수”(weight function)라고 한다.

근사함수 찾기

  주어진 함수 ∈ 와  ⊂  에 대하여, ≤ ∀∈
  을 만족하는 ∈ 를 찾아라.

 (예) 사다리꼴 공식도 함수공간의 특정 부분공간(예를 들어 1차함수들의 공간) 
     안의 함수들 중에서 원래 함수와 제일 가까운 함수로 해석될 수 있다. 
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보간법 (사이를 보충한다)

  주어진 점들과 함수값들을 만족하는 근사 함수를 정하는 방법.

  

보간함수 of 데이터

  주어진 데이터     ⋯에 대하여 보간 조건     ⋯
  을 만족하는 함수  를 보간함수라고 한다.  들을 마디점이라고 한다. 

  보간함수가 다항함수인 경우 특히 보간다항식이라고 한다.

보간함수 of 함수

  주어진 마디점들     ⋯과 함수 에 대하여 보간 조건      ⋯
  을 만족하는 함수  을 함수 의 보간함수라고 한다. 또는 함수  은

  함수 를 보간한다 라고도 한다. 
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  (예) 다항식 

 
 

 
  은 데이터 의 보간다항식이다.

[정리5.1] 마디점 ⋯   이 서로 다른 값이면,  보간 조건     ⋯   

을 만족하는 차 이하의 다항식은 오직 하나 존재한다. 

(증명)

     ⋯에 대하여 정의된 함수

 정의⋯ ⋯ 
⋯ ⋯ 

  는  ⋯ 들이 서로 다른 값이므로       for ≠ 임을 알

  수 있다.  함수들은 차 다항식이므로 함수 
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정의  
   

  도 차 이하 다항식이고, 

    
     ∀  ⋯

  임을 확인할 수 있다. 즉 보간다항식의 존재성이 증명되었다. 

  유일성을 증명하기 위하여 가 차 이하의 또 다른 보간다항식이라면, 다항식

정의 
  도 역시 차 이하의 다항식이고, ∀ ⋯       
  이다.  대수학의 기본정리에 따르면, 영함수가 아닌 차 이하의 다항식은 서로 다른

  개의 근을 가질 수 없으므로,  ≡이 되므로 유일성이 증명되었다.    █
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라그랑지형 보간다항식   

  마디점들    ⋯에 대하여 각각 정의된 함수

 정의⋯ ⋯ 
⋯ ⋯ 

  를 라그랑지 다항식(Lagrange polynominal)이라 한다. 

  라그랑지 다항식 들의 일차결합으로 이루어진 보간다항식 

정의  
   

  를 라그랑지형 보간다항식이라고 한다. 

[예제5.1] 마디점 에서 함수     의 2차 라그랑지 보간다항식을 

  구하고, 의 근사값을 구하라.

 (풀이)  (컴퓨터 숙제 : P202 #5(3)  )
    각 마디점에 대응하는 2차 라그랑지 다항식을 구하면
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 
,  

,  
   이므로 2차 라그랑지 보간다항식은

       
  

             
            
           
 의 근사값은

       ≈ 
              
             ≈    █
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멱급수형 보간다항식   

  다항식의 가장 보편적인 형태는 다음과 같은 멱급수형 보간다항식이다.   

    ⋯ 
  보간 조건      ⋯   

  을 만족하는 계수 들을 구하려면, 연립방정식 



   ⋯  ⋯⋮⋮⋮ ⋮   ⋯


⋮ 
⋮ a y

  을 풀어야 한다. 행렬  를 Vandermonde 행렬이라고 하는데,  ⋯ 들이

  서로 다르면, 행렬  는 역행렬이 존재하는 정칙행렬이 된다고 알려져 있다.

  따라서 해가 존재하지만, 불량행렬이어서 정확한 해를 얻기가 어려운 점이 있다.

  가장 효율적인 방법은 나중에 다루게 될 뉴톤형 보간다항식이다. 
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보간다항식 방식의 장단점

 1) 라그랑지형 : 직관적. 수치미분과 수치적분에 유용. 

             점 하나를 추가하면 처음부터 다시 계산해야 하는 단점.

 2) 뉴톤형  : 점 하나를 추가하면 처음부터 다시 계산할 필요없이 항 하나만 추가함.

Neville의 방법 

  보간다항식 전체를 구하지 않고, 한 점에서의 근사값만을 구하는 경우, 라그랑지

  방법을 사용하되 처음부터 다시 계산하지 않고, 최근 계산값들을 이용하여 새 근사

  값을 계산하는 일종의 반복법이다. ≤ ≤   를 만족하는 자연수 에 대하여

  데이터    ≤≤ 라그랑지 보간다항식을 이라고 하면, 

        이고,

     
 

 
  임을 증명할 수 있다. 

  (증명)

 
     

 
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     1)   일 때,       
     2)    일 때, 

 
 

   
                    

 
  

                     
     3)   일 때,               █

   들은 들로부터 차수가 하나 올라간 다항식이고, 식을 정리하면,

 


   이 된다.

  

        →차수증가                   마디점증가          ↓     
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[예제5.2]

  마디점   ∀ ⋯  에서 함수   의 보간다항식을 
  라고 하자. Neville 방법을 이용하여     을 구하라.

  (풀이)  (컴퓨터 숙제: p203 #13)          

           


  

       
      
       
      
      
       
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[정리5.2] ∈  이고 는 구간 에서 서로 다른 마디점 ⋯
   에서 의 보간다항식이라면,  ∀∈  에 대하여,

     ≡∏     --- (1)

   을 만족하는 ∈가 존재한다. 

 (증명)

  (경우1) ≤ ∃≤      
      이고, 은 의 보간다항식이므로   이 되어 (1)

     이 성립한다.

  (경우2) ≤ ∀≤  ≠  
    다음 함수 를 정의하자.  

 정의 
 --- (2)

  ∈  이므로  ∈  이고,   ∀  ⋯이고

    이므로 는 구간 에서 적어도   개의 서로 다른 실근을 갖는다. 
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  따라서 Rolle의 정리에 의하여 도함수  ′는 구간 에서 적어도   개의

  서로 다른 실근을 갖는다.  ∈  이므로  ′∈  이다. 다시 Rolle의

  정리에 의하여 도함수  은 구간 에서 적어도 개의 서로 다른 실근을

  갖는다. 이 과정을 반복하면, 은 구간 에서 적어도 개의

  서로 다른 실근을 갖는다. 즉    을 만족하는 가 구간 안에

  적어도 하나 존재한다.  식 (2)로부터 

      
 

  여기서 와 은 각각 차와 차 다항식이므로 ≡이고

      이다. 그러므로   를 대입하면,

     
  여기서    이므로,

    
  이것을 정리하면 식(1)의 결론을 얻을 수 있다.     █
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  위 정리에 따르면 만약   ≤  을 만족하는 상수   이 존재한다면, 

  오차의 한계는

 ≤  ≡∏   
  와 같이 구할 수 있다. 

[예제5.3] 구간 에 속하는 임의의 6개의 마디점에서 함수   cossin의

  보간다항식을 라 할 때, 오차  ∈의 한계를 구하라.

 (풀이) 

     cossin  (책오류수정) 참고 : Wolfram : 6th derivative of cos(x)+ sin(x)

   이므로  cossin ∏    ∈ 이다. 

   여기서       cossin   sin ≤ ,

              ∏    ≤  ≤  ≤  
   이므로     ≈    █
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뉴톤형 보간다항식 

 마디점 ⋯에 대해, 아래 다항식을 함수 의 뉴톤형 보간다항식이라 한다.  

             
                     
                       ⋯⋯
                     ⋯   ----(1)

                  
   


  뉴톤형 보간다항식에서는 마디점을 하나 추가할 경우, 기존데이터에 새로운 항

  하나만 더 추가하여 계산하면 된다.  여기에서 

 ⋯ 정의    ---(2)

  를 함수의 분할차분(divided difference)라고 한다. 여기서  ⋯ ≡ 는

  의 최고차항 계수임을 알 수 있다.  일반적으로 마디점     ⋯  
  (≤ ≤ )들에 대하여 분할 차분을 ⋯ 로 표시한다.
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[명제] 분할차분은 아래와 같이 순차적으로 구할 수 있다. 

      1)     ≤∀≤ 
      2) ⋯  

⋯ ⋯ 
 

(증명)

   정의(2)에 의하여      이고, 식(1)로부터   이다. 그러므로

   보간조건   로부터,    를 얻는다. 마디점 를 마디점

   라고 해도 같은 논리가 성립하므로 

    ≤∀≤ 
   임을 알 수 있다. Neville 의 방법처럼, 데이터   ≤≤ 에 

   대하여  차 보간다항식

                           ⋯ --- (1)

                            ⋯    --- (2)

   으로부터  차 보간다항식 
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      
 

  ---(3)

   을 만들면 

                           ⋯  
   이 된다. 왜냐하면 

        i)    
                    by (1)

        ii) ≤ ≤ 에 대하여, 

           
 

 
               

 
  by (2)(1) 

                
        iii)   
                    by (2) 

 


    
 
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  이기 때문이다.  한편 (3)으로부터, 는 다음과 같다.

                 
  따라서 의 최고차항의 계수 ⋯ 은 다음 같이 주어짐을 알 수 있다. 

      ⋯   의최고차항의계수  의최고차항의계수
                   

⋯ ⋯       █

   [주의] 마디점 ⋯  ( ≤ ≤ )에 대하여도 같은 논리로,

      ⋯ 
⋯ ⋯ 

   로 쓸 수 있다.
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분할차분표  
 -------------------------------------------------------------------               
 -------------------------------------------------------------------                              
-------------------------------------------------------------------

[예제5.6] 함수   의 함수표를 보간하는 뉴톤 분할차분형 다항식 를
   구하라. 또한   을 추가하여 를 구하고,   에서 각각

   근사값을 구하여, 참값   ⋯ 와 비교하여라.  숙제 p215#1-(2)

-------------------------------------------------------
         

-------------------------------------------------------
          
-------------------------------------------------------
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(풀이) 주어진 값들에 대하여 분할차분표를 만들면 다음과 같다.

---------------------------------------------------------      
---------------------------------------------------------                
---------------------------------------------------------

   위에서 * 표시는 추가된 항목을 표시한다.  먼저 차 뉴톤 분할차분형 다항식을

   을 구하면

              
                          
                          
     에의 근사값은 ≈   이다.  



한남대학교 수학과 김상배교수 
- 26 -

   한 점을 추가한 차 뉴톤 분할차분형 다항식 은 

              
                          
                          
                          
   로 주어지고,    에의 근사값은 ≈   이다.    █

[정리5.3] 만약 ∈ 이고, 구간 안의 마디점  ⋯들 서로 다른 

   실수이면, 

⋯    
   를 만족하면 가 안에 존재한다. 

  (증명)

     마디점  ⋯에서 함수 의 보간다항식을 이라고 하면 함수 

≡
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   는 보간 조건에 의하여 개의 실근을 갖는다.  즉    ⋯    
   이다.  Rolle 의 정리에 의하여 도함수 는 개의 실근을 갖는다. 또 다시

   는 개의 실근을 갖고, 이 과정을 계속하여 는 개의 실근을

   갖는다. ( 참고 : 가 개 이면 는 개)  따라서

    
   을 만족하는 가 안에 존재한다.  즉

        

      ⋯ ⋯ 차식   

          ⋯ 차식  
          ⋯    █
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균등분할  

   마디점들이 일정한 간격으로 주어진 균등분할인 경우, 즉 


≤∀≤    

    

   분할차분은 좀 더 간단히 계산될 수 있다.  

전향차분  

   자연수 에 대하여  라 할 때, 전향차분(forward difference)

     
            ∀≥    

   로 정의된다.   █ 

전향차분과 분할차분의 관계는 다음과 같다.
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            
   

            
   

    
           . . . . . . 

          ⋯     ---(1)

분할점들이 더 일반적으로   ⋯ 일 경우,  

 ⋯    
로 쓸 수 있다. 뉴톤형 보간다항식

   
 ⋯    

  ---(2)

에서   이고,   로 놓으면, 
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  
   

    
   ---(3)

이 된다. 여기에서 조합기호 는 다음과 같이 정의된 것이다.

 
⋯     

    
   

뉴톤 전진차분형 보간다항식

   식(1),(3)을 식(2)에 대입하면, 뉴톤 전진차분형 보간다항식 

     
      

  
   을 얻는다.
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전진차분표

   보간다항식에 필요한 전진차분표는 분할차분표에서 있었던 나눗셈이 필요없다.

--------------------------------------     
--------------------------------------                
--------------------------------------

[예제5.7] 함수   의 함수표를 보간하는 다항식 의 뉴톤 전진차분형을 

   구하고 를 계산하여 참값  ⋯ 와 비교하여라.

 (풀이)  숙제 p217#19-(1)

              이고 전진차분표는 다음과 같다. 
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--------------------------------------------------    
--------------------------------------------------          
--------------------------------------------------

따라서 뉴톤 전진차분형 다항식   는
            

 
이고,  를 계산하면 다음과 같이 주어진다. 

           ×
                    
                                                                      █ 
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후향차분

   자연수 에 대하여  라 할 때, 후향차분(backward difference)

∇      
            ∇  ∇∇ ∀≥    

   로 정의된다.   █ 

뉴톤 후진차분형 보간다항식

                      
  ∇                    █

Hermite 보간다항식

  각 마디점에서, 함수값뿐만아니라 고계도함수값까지도 보간하는 다항식. 즉

  함수 와 서로 다른 마디점 ≤ ≤ 들과 자연수 ≤ ≤들이

  주어졌을 때,

      ≤ ≤ ≤ ≤   ---(1)
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  을 만족하는   ⋯ 차 이하의 다항식 를
  Hermite 보간다항식이라고 한다.  

[예제 5.9] 다음을 만족하는 3차 Hermite 보간 다항식 를 구하여라.

≠    ′  ′   
 (풀이1)    로 놓으면 위의 보간 조건은 

   ′  ′
   이다.  위 연립방정식을 행렬을 이용하여   로 표시된다.
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


             



   

   

′′



   만약 ≠이면 계수행렬 는 정칙임을 보일 수 있다.  가 정칙이면 방정식

     는 유일한 근을 구할 수 있다.  

 (풀이2 : 라그랑지형) 차 보간다항식    들이

            에 대하여, 

       (함수값1)      ′  
       (미분값1)      ′  
   을 만족하면 다음 차 보간다항식 은 보간조건 (1)을 만족함을 알 수 있다.    ′ ′ 
  





 
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   이제    를 구하자.    ′  이므로 은 의 중근이므로

  
   로 표시된다. 남은 두 조건 

         

         ′    
   로부터 와 를 구할 수 있다. 나머지도 같은 방법으로 다음과 같이 구할 수 있다.

 
 

 
  

 


 


         █
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라그랑지형 Hermite 보간다항식

  예를 들어,  모든 자연수   인 경우, Hermite 보간 조건            ⋯ 
  을 만족하는 차 이하의 다항식 을 구하려면,

  우선, 보간조건    ′   for ≤ ≤ ≤ ≤  

   ′   for ≤ ≤ ≤ ≤  

  을 만족하는 기저함수들   을 구하여 

   
    

 ′ 
  와 같이 기저함수들의 일차결합으로 구할 수 있다.  그런데   들은

                        ′ 
                          
  ( 는 위에서 정의하였던  랑그랑지 다항식 ) 와 같이 구할 수 있다고 한다. 
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 [예제] (라그랑지 형)  (숙제) p228 #3(2) 

      sin        인 경우에, 

  ′     ′  
    3차 Hermite 보간 다항식은

      
    이다. 그러므로   sin  의 근사값은 

             █

뉴톤형 Hermite 보간다항식

  중복이 허락된 마디점  ≤ ≤ ⋯ ≤에 대하여 뉴톤형 Hermite 보간다항식  

 
   


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  의 계수 ≤ ≤ 는 유일하게 결정되는데, 를 확장된 분할차분이라 하고,

  보통의 분할차분처럼   ⋯  
  로 표시한다. 

 

 [예제 5.1] (뉴톤형 Hermite 보간다항식) 

    마디점  에서 함수 의 보간다항식

   
   이 보간조건    ′  ′   
   을 만족하는 보간다항식이라면 는 다음과 같이 주어진다.

            ≡   
            ≡   ′
            ≡  

   
 ′

     █
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[정리 5.6] 

   만약 ∈ 이고 구간 위의 마디점  ≤ ≤ ⋯ ≤  에서 중복된

   점들이 모두 개 이하이면 함수 의 분할차분은 다음과 같이 주어진다.

      ⋯   




 ⋯   ⋯   ≠
     

        █

[예제5.12] 마디점  에서 함수값과 도함수값을 이용하여 함수   sin의

   Hermite 보간다항식 를 분할차분을 이용하여 구하라. 

  (풀이) 

     마디점을 중복하여               로 놓으면

    ′       ′   
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   이므로 

                       ′  
                         
                         ′   
                       
                     
                       
   이 되어 

          
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---------------------------------------------------     
---------------------------------------------------          

    ---------------------------------------------------   █

[예제5.13] 다음 조건을 만족하는 Hermite 보간다항식을 분할차분표를 이용하여

   구하라. 

------------------------- 
    ′ ″
-------------------------      
-------------------------

   (풀이) 

     분할 차분표를 만들자
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------------------------------------------------------     
-------------------------------------------------------  ′               ′   ′′     ′   
-------------------------------------------------------

    그러므로 4차 Hermite 보간 다항식은   
    이다    █

  (숙제) p229 #9   구하기
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 다항식은 계산하기 편한 함수이지만 차수가 높아지면 진동이 심하고 진동폭이 매우  

 크게 되어 오차를 줄이지 못한 경우가 있다.  이러한 단점을 해결하는 방법으로

 조각다항식을 사용한다.

조각다항식(스플라인)

 전체구간을 소구간으로 나누어 각 소구간에서 정의된 저차다항식들이 마디점에서 

 매끄럽게 연결되도록 조건을 주어 만든 함수를 조각다항식(또는 스플라인(spline) )

 이라고 한다. 

차 스플라인 

  구간 의 마디점     ⋯   에 대하여, 함수 가 두 조건

               (1) ∈  
               (2) 는 각 소구간  에서 차 이하의 다항식

  을 만족하면 차 스플라인이라 한다.  즉 이웃하는 소구간의 경계인 마디점에서 

  양쪽 다항식의 계 도함수값이 일치하도록 연결한다. 
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스플라인 보간법  

  주어진 함수와 마디점에서 함수값이 일치하는 스플라인 함수를 찾아 보간한다. 

[예제 5.14] 다음 함수 가 차 스플라인이 되도록 를 정하라.

    ∈ ∈
 (풀이) 각 구간의 함수를

           
           
    로 정의하면 도함수들이

         ′   ″  
         ′   ′′   
    이 된다.  마디점   에 차 스플라인의 조건    , ′  ′ , ′′  ′′
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    을 적용하면      
× ′  ′  
×  ″  ″  

    을 얻는다. 그러므로 는 임의의 수,          이다.   █

차 스플라인 보간식

  마디점     ⋯   에 대하여, 차 스플라인 함수 를 각

  소구간   에 제한하여 만든 함수를 라 하고 또  라 하자. 

  각 는 해당 소구간에서 차 이하의 다항식이므로 계수는 개인데, 

  소구간이 개가 있으므로,  차 스플라인 함수 는 총 개의 미지수를

  가지고 있다. 한편, 는 개의 내부 마디점   ⋯ 에서 조건

  ∈  를 만족하므로, 다음 개의 조건    ≤ ≤  ≤ ≤ 
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  이 만족되어야 한다. 따라서 총   개의 조건이 추가되면

  는 유일하게 결정된다. 여기에 ≥ 인 경우 개의 보간 조건    ≤ ≤ 
  을 준다면,    개의 추가 조건을 줄 수 있다.

    일 때는 추가 조건 없이    차 스플라인 이 결정 되며,

  는 전 구간에서 연속이고, 각 소구간   에서 두 점 
  을 지나는 직선은

  


  로 주어진다. 여기서    ≤ ≤ 이다.

    일 때는 추가 조건   개이므로 구간의 양끝 중 한쪽만 조건을 주게

  되어 비대칭적이고, 차 도함수가 연속이므로 차 스플라인보다 매끄럽지만,

  차 도함수가 불연속이므로 충분히 매끄럽지는 못하다.
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  일 때는 추가 조건   개를 추가하면 차 스플라인 이 결정되는데

자연스럽게 매끈하다. 조건 개 양 끝점에 하나씩 주는데, 아래 두 가지 방법이 주로 

쓰인다.  차 이상 스프라인이라도 장점이 없어, 보통 차 스플라인이 많이 사용된다.

고정 차 스플라인

  개의 추가 조건으로 고정 경계 조건 ′  ′  ′  ′
  을 준 차 스플라인이다.

자연 차 스플라인

  개의 추가 조건으로 자유 경계 조건 ′′    ′′  
  을 준 차 스플라인이다.
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자연 차 스플라인의 존재성과 유일성

  지금부터 ≤∀≤  에 대하여,≡  ≡ ″ ≡
  로 놓자.  계도함수″의 연속성을 사용하면 마디점 에서

 ′′   ′′ , ≤∀≤ 
  가 된다. 여기에서 자유경계조건은      --(1)

  으로 쓸 수 있다. 각 소구간   ≤ ≤ 에서 스플라인  는 3차

  다항식이므로 계 도함수인  ′′은 두 점  을 지나는 직선

 ′′  
 

  로 주어진다. 이것을 두 번 적분하면 원래 함수   ≤
∀ ≤ 를 얻는다. 

    -- (2)
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  여기에서      이다. 와 를 정하기 위하여

  함수 의 연속성과 보간조건 

            ≤∀≤  
  을 사용하여 방정식 (2)를 풀면 

 
  

  
  

       

  와 같이 와 를 구할 수 있다.  (2)에서 도함수  ′의 연속성 

 ′   ′ ≤∀≤ 
  을 부과하면 개의 미지수  ⋯ ⋯를 갖는 연립일차방정식

                    ≤∀≤  --(3)

  을 얻는다. 여기서         이다.
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  위 식을 행렬 형태로 쓰면 


   ⋯ ⋯    ⋯ ⋯     ⋯ ⋮⋮ ⋱ ⋱ ⋱   ⋯     ⋯   






 ⋮⋮




 


 ⋮⋮




 

  와 같이 들에 대한 연립일차방정식이 된다.  여기에서 는 양수이므로

    

       ≤ ≤    

  이 성립한다. 그러므로 행렬의 대각성분의 절대값이 그 행의 나머지 성분들의

  절대값의 합보다 크므로 강대각지배행렬이다. 강대각지배행렬은 정칙행렬임이

  증명되어 있다. 그러므로 위 행렬 방정식은 유일한 해를 가진다.  따라서 

  자연 차스플라인은 오직 하나만 존재한다고 결론지을 수 있다.         █
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 [예제5.15] 함수   sinsin 를 마디점    ≤ ≤  
  에서 보간하는 자연 차스프라인 그래프를 그려 보아라. (컴퓨터 숙제)   █

주어진 함수를 보간하는 함수들 중에서 자연 차스플라인이 가장 매끄럽다.

그 이유는 다음 정리에서 알 수 있다. 

[정리5.7]  마디점      ⋯   에서 함수 ∈  를 보간하는

  임의의 함수 ∈  에 대하여   ′′≤  ′′
  이 성립한다. 여기서 는 마디점에서 를 보간하는 자연 차 스플라인이다. 

  (증명)
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   만약  정의  로 놓으면,   로부터

              ′′     ′′    ′′  
              ′′     ′′  ′′ ′′ ′′ 
      ′′    ′′    ′′     ′′  ′′  --(1)

   각 소구간  에서 는 차 다항식이므로  ′′′는 상수예를들어 
   이다. 자연 스플라인 조건  ′′    ′′   을 이용하여, 

             ′′  ′′   ′′′    ′′′′         

                                ′        

                               
  ′     

                               
    
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    그러므로 (1)에서   ′′    ′′    ′′ 
    따라서

        ′′ ≤  ′′                      █    

    

   (주의)  곡선   의 곡률은

 ′ ″
    이므로 자연 차 스플라인은 다른 어떤 곡선보다 진동이 심하지 않다는 사실을 

    보여준다. 
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보간법은 주어진 마디점에서 함수값(또는 고계도함수)을 만족하는 쉬운함수(다항식) 

을 찾는 문제이지만, 함수를 근사하는 다른 방법으로 최적근사문제가 있다.

최적근사문제

  벡터(함수) 공간  안의 벡터 와 부분공간 에 대하여, ≤  ∀∈
  을 만족하는 최적근사벡터 ∈을 찾아라.  

주목 부분공간 가 유한차원일 때는  가 항상 존재한다.  일반적으로  를 찾는

일은 어렵지만, 내적이 정의된 벡터공간에서는 최적근사문제가 선형연립방정식의 근을 

구하는 문제로 귀착된다. 부분공간의 기저를 잘 선택하면 선형연립방정식의 계수행렬이 

근을 쉽게 구할 수 있는 특별한 형태로 만들 수 있다.  



부분공간 

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최소제곱 근사문제(연속형 함수문제)

  내적공간인 함수공간 에서 내적과 노름이 

                   내적 :   
                   노름 :         
  로 주어질 때, 와 부분공간 에 대하여, ≤  ∀∈
  을 만족하는 ∈을 찾아라.  여기에서  를 최소제곱 근사함수라고 한다.

벡터의 직교
     두 벡터 는 직교한다. 

정의⇔      
    (예) 함수   는 공간   에서 직교한다.

        왜냐하면    
   이기 때문이다.
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직교집합

     벡터들의 집합  ⋯  는 직교집합이다.

      
정의⇔        ∀≠∀

정규직교집합

     벡터들의 집합  ⋯  는 정규직교집합이다.

      
정의⇔        ∀∀ 

벡터와 집합의 수직

     벡터 와 집합  은 직교한다.   ( ⊥ )

      
정의⇔       ∀∈ 
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[정리5.9] (연속형,이산형 공통) 

    가 내적공간  의 부분공간이고 ∈ 일 때, 

            ( ∈ 가  의 최소제곱근사함수 ) ⇔  ⊥  

  (⇒ ) 

    임의의 ∈  에 대하여,  ∈  이므로,  가 의 최소제곱근사함수

    이면,   ≤   --(1)  

    이 성립한다. 여기에서 

             
                            
                               --(2)

    이므로 by (1),(2),    ≤ 



부 분 공 간 

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    를 얻는다.  임의의 실수 에 대하여  ∈ 이므로, 대신 를 대입하면,   ≤     ≤  
   이다. 여기에서 →이면     , 즉 ⊥  이다. 

  (⇐ ) 

   임의의 ∈ 에 대하여, ∈ 이므로, ⊥   
   이므로 

               
                        
                       
                     ≥       █
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정규방정식(연속형)

   가 내적공간  의 부분공간이고  ⋯를 기저로 갖는 경우, 어떤 

  ∈  의  안에 있는 최적 근사함수 ∈ 를 

                                
  로 놓자.  그러면 미지수 들을 구하기 위하여 [정리5.9]의 결과를 이용하자.

             ⊥  ⇔      ∀  ⋯
  여기에서 ∀  ⋯에 대하여 

                 
              ⇔       

              ⇔         
              ⇔           
              ⇔             이다.



부분공간 

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    들에 관한 선형연립방정식  

                          ⋯
    은 

  
    로 놓을 수 있는데, 이것을 정규방정식(연속형)이라고 한다. 단

        ×   ×    ×
   

    이다. 행렬 는 대칭이고 정칙임을 보일 수 있다. 따라서 정규방정식은 유일한

    해를 갖는다.  따라서 근사함수  를 유일하게 결정할 수 있다.

[정리 5.10]   가 내적공간  의 부분공간이고  ⋯를 정규직교기저로

  갖는 경우, 어떤 ∈  의  안에 있는 최적 근사함수 ∈ 는

                                    
  와 같이 얻을 수 있다. 
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  (증명)   

    ⋯들 정규직교기저이면     이므로   ×  ×
   가 되므로 정규방정식은  의 해     는   로 주어진다.       █

[예제 5.17] 구간  에 정의된 함수   sin 의 3차다항함수들의 공간

   내의 최소제곱함수 ∈ 을 구하여라. 내적은

                        


  을 사용하라. 

 (풀이 1) 

     를   의 기저로 사용하면  를 

      
   와 같이 표시할 수 있다.  가 에 가장 가까우면, ⊥ 이다. 즉
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  ∀       
       

            

 그러므로 정규방정식은 

                     sin      
 이다. 각 내적들을 계산하여 연립선형방정식을 얻는다.

             

 

 sincossincos

 

 이 방정식을 풀면 의 계수들      sincos     sincos
 로 구하여 근사해 를 얻는다. 
             sincos sincos     █
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 (풀이 2)  정규직교기저

         
                 
   를  의 기저로 사용하면 [정리5.10] 에 따라 는   

    sin    
   로 주어진다. 들을 계산하면 다음과 같다.

                         sincos        sincos     
   그리하여 근사함수 는 다음과 같이 주어진다.

             sincos
                       sincos        █
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정규직교기저(그램-슈미트 과정)

  




proj


′

   proj    cos     cos      

  ′   ,  ′
′

  ′       ,   ′
′

  ′             ,   ′
′

 

  . . . . 
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[예제5.18] 기저   를 정규직교화 하라.

 (풀이)
 ′    
 ′  

   ,  ′
′ 

 ′        
    

 ′  
  ,  

′   
 ′           
     

    
     

 ′  
   ,  

′       █
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자료맞추기 ( 예:이산형 최소제곱법 )

  함수 를 모르고 관측을 통하여 얻은 들의 근사값 ≤ ≤만 

  주어졌을 때 적당한 의미에서 와 의 관계를 가장 잘 나타내는 근사함수 
  를 찾아내는 것을 자료맞추기라고 한다. 

  이 경우 함수 는 자료    ≤ ≤를 정확히 만족하지 않고,

  의 유형은 관측이나 경험에 의한 직관에 의하여 주어진다. 보간법에서는

  변수들의 개수와 자료(또는 조건)들의 개수가 동일한 것에 비하여, 자료맞추기에서는

  를 결정하기 위하여 찾는 변수들의 개수보다 자료의 개수가 일반적으로

  훨씬 많다. 즉 자료맞추기 문제는 과정보체계이다.

이산형 최소제곱 문제

 어떤 자료    ≤ ≤와 일차독립인 어떤 함수들    ≤ ≤ 
 이 주어졌을 때 ≥  , ∀  ⋯에 대하여     ≤    
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 을 만족하는 함수    ⋯ 를 구하는 것을 (이산형)

 최소제곱 문제라 하고, 함수 를 (이산형) 최소제곱 함수라고 한다.

 이 문제는 오차(error)함수 

정의    ⋯ 
 의 최소값을 구하는 문제로 볼 수 있고,  의 최소값을 구하기 위하여는 미분이

 이 되는 사실을 이용한다. 즉 ∇    을 다시 쓰면

   ≤ ∀ ≤  

 이다.  그러므로 ≤ ∀ ≤  에 대하여,  

             ⋯         

      ⇔            
      ⇔              
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 여기서     로 놓고, 위 방정식을 다시 쓰면 

                              , ≤ ∀ ≤ 
 이 되고, 이 선형방정식을 정규방정식(이산형) 이라 한다.   --(1) 
 여기서 
                            × ,     × 
이산 최소제곱 문제 (벡터적 접근)

 일차독립인 어떤 함수들    ≤ ≤ 이 주어졌을 때,  함수

   ⋯
 가 만약 자료   ≤ ≤들을 모두 만족한다면,⋯    ≤ ∀≤
 이 성립해야 하고, 이것은 선형연립방정식



Ran

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                            
                            ×    
                              ×
 로 표시할 수 있다.  ≥이면 일반적으로는 해가 존재하지 않는다, 즉,∈Ran
 이다.  Ran에서 에 가장 가까운 벡터 를 찾으면, by [정리5.9] , 그것은 

   ⊥ Ran
 일 때 성립한다. 즉 가 의 모든 열벡터와 수직이다. 즉,     ⋯    

 그러므로   
 이 성립하고 이것은    

 라고 하는 정규방정식이 된다. 
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[예제 5.22] 다음 표의 최소제곱 일차식    을 구하라.

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10          
 (풀이) 

  위 점들을 지나는 가장 적합한 1차식     을 구하려면 오차(error)

  함수          
  을 최소화하는  를 구해야 한다.  그러므로 

∂  ∂  
 이 되는  를 구하자.

          
           
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                                        
  

              

  

       



   ⋯  ⋯ 

   ⋮ ⋮ 


    ⋯  ⋯ 


 ⋮

     여기에서 

    ⋯  ⋯     ⋯ 
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   한편, 벡터적 접근으로 한다면  1차식     이 마디점들

      ⋯  을  만족한다면,  

       ⋯
   이어야 한다. 이것을 행렬 형태로 쓰면 

   ⋮ ⋮ 

 

 ⋮
  

  이 된다.  이것은 해가 존재하지 않지만, 정규방정식   은 근사해를

  제공한다. 정규방정식의 좌변 행렬은 

  
           


   
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  이고 우변 상수벡터는

   
      


 

   ×    

 

 이다. 정규방정식  를 풀면

  
≈ 

 최소제곱 일차식은     이다.     █
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 [예제 5.23] 다음 데이터의 최소제곱근사식을      ln   sin
   로 구하여라. 0.24 0.61 0.96 1.32 1.71 2.04 2.39 2.80 3.01 3.38 1.48 -0.04 -0.51 -1.14 -1.72 -1.71 -1.64 -1.03 -0.65 0.63

   (풀이)

   기저함수들을       ln    sin 로 놓으면

       
   이 되고,   가 위 점들을 만족한다면  

       ⋯
   이어야 한다. 이것을 행렬 형태로 쓰면 
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
     ⋮ ⋮ ⋮  


 

 ⋮


 ln sin ln sin⋮ ⋮ ⋮ ln sin



 
 ⋮

    

    이 된다. 이것은 해가 존재하지 않지만, 정규방정식   은 근사해를

    제공한다.  정규방정식의 좌변 행렬은 
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 

        ln    sin   ln    ln    ln sin   sin   sinln    sin




               
       




    우변 상수벡터는 

  

         


 





   로 주어진다. 정규방정식  를 풀어 를 구하면

          
   이므로  최소제곱근사 함수(점선 그래프) 는 다음과 같다.
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      ln sin       █

                 (참고로 실선 그래프는 최소제곱 5차다항함수) 

[특별 예제] 다음 데이터에 대한 최적함수   을 구하라.

          
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(풀이)

   최적의 을 구하기 위하여 원의 방정식을 다음과 같이

   선형방정식으로 변형한다. 

                       
                   
   여기서    로 놓으면, 에 대하여 선형인 방정식

                     
   을 얻는다.  이 방정식이 표에서 주어진 점들을 만족하다면 다음 선형방정식을

   얻을 수 있다. 

          



 






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  위 방정식에 대응하는 정규방정식   
      


 





  을 풀면 계수 을 구하고
 

 

 

  최적의 원의 방정식은     
                             █
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제6장 수치미분과 수치적분

수치미분식

  수치미분은 미분방정식을 수치적으로 푸는데 중요한 역할을 한다. 함수 의
  1계도함수에 대한 수치미분은

′≈
  로써 ′의 근사값을 구할 수 있다.  일 때 전향수치미분식(forward

  difference formula),  일 때 후향수치미분식(backward difference formula)

  라고 한다.    

 
수치미분식의 오차

  테일러의 정리를 사용하면 

  ′  ″ ∃∈
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  을 얻고 이것을 정리하면 

′    ″ ∃∈
  여기에서 ″를 절단오차(truncation error)라 하고,

′  
  로 표시한다.  는 와 으로 가는 속도가 같다는 의미이다.

  

중앙수치미분식

  절단오차가 더 정확한 인 수치미분 공식을 유도해 보자. 테일러 급수로부터  

  ′  ″   ⋯
  ′  ″   ⋯
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  를 얻고, 첫식에서 두 번째 식을 빼면, 홀수항만 남아,

  ′  ⋯
  을 얻는다.  여기에서 ′에 대하여 풀면  

   ′  
 

   ⋯    ---(1)  

           
  이 된다. 그리하여 ′의 근사값을 구하는 중앙수치미분식(central difference

  formula)

′ ≈
  을 얻는다. 
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Richardson이 외삽법

  절단오차가 더 정확한 인 수치미분 공식을 유도해 보자.  식(1)로부터

     ′  
  

  ⋯       

            ⋯   ---(2)

  이다.  여기서 와 가 고정되었다고 가정하고, 에 대한 함수

정의
  를 정의하자. 식 (2)로부터

   ′⋯ 

   ′   ⋯
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  을 얻는다.   항을 소거하기 위하여  를 계산하면

   ′   ⋯
  이 된다. 여기에서 ′에 대하여 풀면 

′          ⋯
      

  을 얻는다.
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2계도함수의 수치미분식

  테일러 급수로부터 얻은 두 식

  ′  ″   ⋯
  ′  ″   ⋯
  의 양변을 더하면, 

   ″ ⋯
  을 얻고, ″관하여 풀면, 

          ″   ⋯
                 
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  을 얻는다. 그리하여 오차 를 갖는 2계 도함수 ′′의 근사값을 구하는

  중앙수치미분식(central difference formula)

′′ ≈
  을 얻는다. 

  (숙제) p297#3 (1),(2)

수치적분의 필요성

  정적분   는 적분값이 존재하지만, 그 값을 구하는 해석학적인 방법을 

  찾을 수 없다.  따라서 정적분의 근사값을 구하기 위하여 수치적 방법이 필요하다. 
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 수치적분법

  구적 마디점       ⋯    가 주어졌을 때, 정적분

 ≡   

  의 근사값
  ≡    

  을 구하는 것을 수치적분법(Numerical Integration) 또는 구적법(Quadrature

  Rule)이라고 하고, ≡ 
  을 구적법의 오차라고 한다.     

 구적법의 종류

    미정계수법 : 특정 정밀도가 되도록 가중치를 구하는 일차연립방정식을 푼다.

    보간구적법 : 보간함수의 적분값으로 근사값을 주는 경우 

    Newton-Cotes 구적법 : 마디점들이 동일한 간격인 보간구적법

    Gauss-Legendre 구적법 : 마디점들이 Legendre 다항식(정규직교기저함수)의 근.
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구적법의 정밀도

   구적법 의 정밀도는 다음 조건을 만족하는 자연수 이다.

   (1) 차 이하의 모든 다항식 에 대하여    
   (2)  ≠ 인 차 다항식 이 존재한다.

 뉴톤-코트 (Newton-Cote) 구적법 

   함수 의 적분값을,  동일한 간격의 마디점들 위의 값들을 보간하는

   보간다항식 의 적분값으로, 근사하는 구적법이다.  즉,      
 닫힌 뉴톤-코트 구적법 

   적분구간의 양끝점들이 마디점에 포함되어 있는 경우에 닫힌 뉴톤-코트 구적법

   이라고 한다.  등간격(  
 ) 마디점들     ⋯   에서

   함수 을 보간하는 차 이하의 다항식 는 다음과 같다.

     
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   위에서 는 차 라그랑지 다항식이다. 따라서 닫힌 뉴톤-코드 구적법은      

                     
                        
                            
                           
                          
   위에서     ,      이다.
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닫힌 뉴톤-코트 구적법의 종류

     에 대한 뉴톤-코트 구적법은 다음과 같다. 

  (1) (   ) 사다리꼴 공식

      ≈  ,    
  (2) (   ) Simpson 공식

      ≈  ,   
  (3) (   ) Simpson 3/8 공식

      ≈  ,   
  (4) (   ) Boole 공식

      ≈ ,   
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 [예제 6.1] 적분    sin 의 근사값을 위 4가지 구적법을 이용

  하여 구하라. 

  (풀이)      sin 라 하자. 

   (1) (   )   ≈  
                                
   (2) (   )   ≈    
                              ×
                             
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 (3) (   )  ≈      
                          
 (4) (   )   ≈    
                               
 한편   의 참값은 ⋯이므로   을 사용하는

 Boole 공식의 근사값이 가장 정확함을 알 수 있다.    █

[숙제]  Boole공식의 값을 컴퓨터로 계산하여라.

[예제 6.2]  Simpson 3/8 공식에 대한 정밀도를 계산하라. 

 (풀이) 

     로 두자. Simpson 3/8 공식
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                 
   으로부터, 

              
              
              
                
          ≠      
   따라서 Simpson 3/8 공식의 정밀도는 이다.   █
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보간구적법

  마디점들     ⋯   이 임의로 주어졌을 때, 함수 를 보간

  하는 차 이하 다항식 의 적분값으로 의 적분값을 근사하는 방법.

  즉      
  

보간구적법의 정밀도 (≥)

  마디점들     ⋯   에서 함수 를 보간하는 차 이하 다항식

  이 이면  [정리 5.2]에서  

      ≡∏   
  로 주어졌다. 그러므로 구적법의 오차는

                      
                            
                         
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  그러므로 

                       
  여기에서 원래 함수 가 차 이하 다항식이라면  ≡
  이므로     이다.  그러므로    , 즉 구적법의 정밀도가 적어도

  이 된다.  

  [예제 6.3] (미정계수법)

     임의의 마디점들     ⋯   주어졌을 때, 다음 구적법 의 

     정밀도가 이 되도록 가중치  ⋯의 값을 구하라.     ≈    
   (풀이)  정밀도가 이 되기 위하여서는 

                                ⋯ 
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     이므로 미지수를  ⋯로 갖는 일차연립방정식     

 




    ⋯    ⋯    ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮   ⋯ 






⋮




 

    ⋮  




    을 얻을 수 있다. 이 연립방정식을 풀면 가중치를 구할 수 있다.   █  

복합수치적분법  

  구적법에서 마디점을 늘리면 정밀도는 높아지지만, 구적법 만들기는 더 어려워진다.

  따라서 다음과 같이 구간을 나누어, 소구간에 구적법을 적용하는 복합수치적분법이

  흔히 사용된다.

    (1) 구간 를     ⋯   로 소구간으로 분할한다.

    (2) 각 소구간  에 비교적 낮은 정밀도의 구적법을 적용하여 근사값을

       구한다.
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    (3) 각 소구간에서 구한 근사값을 합한다.

복합사다리꼴 공식 

  우선 ≡ 을 사용한다. 구간 를 등분한 소구간  에
  사다리꼴공식을 적용하면

 

   
 이다. 위에서     이다. 각 소구간의 적분값을 합하면

              

  

                          
                         ⋯ 

                     ≡
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복합 Simpson공식 

  우선 ≡ 을 사용한다. 구간 를  등분한 소구간  에
  Simpson 공식을 적용하면

 

   
  이다. 위에서    이다. 각 소구간의 적분값을 합하면

      

  

                  
                 ⋯ 
                          ≡
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 [예제 6.4]   sin   일 때,  의 근사값을 복합사리꼴

    공식과 복합  Simpson 공식을 이용하여 각각 구하여라. 구간은 등분하라.

  (풀이)

    (1) 복합사다리꼴 (       )

           ⋯ 
                      ⋯ 
                        ⋯ 
                  ≈
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    (2) 복합Simpson (    ×   )

           ⋯ 
                      ⋯ 
                         ⋯ 

    ⋯ 
                  ≈    █ 

 [숙제] p312 #1 (4) 복합사다리꼴(n=10),

        (1) 컴퓨터숙제  (2) 지필숙제 Wolframalpha에서 적분값을 계산하여 비교
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정밀도 의 보간구적법(복습)

   개의 마디점  ⋯ 이 주어지면 아래와 같은 보간다항식을

   사용하는 보간구적법은 정밀도가 최소한 임을 보였다.  ≈    --- (1)

with     ≠
 

 
 Gauss구적법 (정밀도  )

   함수 가 영함수가 아닌 차 이하의 모든 다항식에 직교하는 함수라면,

   의 근들을 마디점  ⋯ 이 주는 구적법을 Gauss구적법이다.

   가우스구적법의 정밀도는 다음 정리에서 증명하는 것처럼 가 된다.    
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 [정리 6.6] 정밀도 의 Gauss구적법

 마디점들  ⋯ 이, 영함수가 아닌 차 이하의 모든 다항식에 직교하는, 

 차 다항함수 의 근들로 주어지면, 이 구적법 (1)은 정밀도
 가 된다.   

 (증명)

    함수 가 차 이하 다항식이라면   
    를 만족하는 차 이하 다항식 와 가 존재한다. 그런데,    ,

    ∀   ⋯   이므로  가 성립한다. 한편 의 차수는

    이고, 는 차 이하 다항식에 직교하므로 

     
    그러므로 

                  
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                      
                           since 의 차수가  , 정밀도 
                           since   
   따라서 구적법 (1)은 정밀도 을 갖는다.   █

[정리 6.7] 내적      이 주어졌을 때, 차 이하의

  모든 다항식과 직교하는 차 다항식 는 구간 에서 개

  의 서로 다른 실근을 갖는다. 

 (증명)

   먼저    이므로    
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   는 구간 에서 적어도 한번 부호가 변한다. 왜냐하면 가 한가지

   부호만 가지면 적분값이 영이 나올 수가 없기 때문이다. 이제 가 구간
   에서 ≤ 번 부호가 변한다고 가정하자. 그러면 어떤 개의 마디점       ⋯      
   들이 존재하여, 가 각 마디점을 전후로 부호가 변한다고 하자. 여기서 ≡ ⋯   

   로 정의하면 곱한 함수 는 항상 양수값을 갖든지, 항상 음수값을 갖게

   된다. 그러므로      ≠
   이다. 이것은 차 다항식 가 와 직교한다는 가정에 어긋난다.

   그러므로 가 구간에서 적어도 번 부호가 변한다. 한편 
   는 차 다항식이므로 부호가 번 보다 더 많이 변할 수는 없다.

   그러므로 연속인 는 구간에서  개의 실근을 갖는다.   █
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Gauss-Legendre 구적법 

  다항식  ⋯ 을 그램-슈미트 방법으로 정규 직교화 한 기저

  ⋯ 
  의 원소를 Legendre다항식이라고 한다. 이 Legendre다항식의 근을 마디점으로 

  사용하는 Gauss구적법을 특히 Gauss-Legendre 구적법이라고 한다.

[예제 6.7] 다음 Gauss구적법의 마디점 과 가중치 를 구하여라.
≈

  (풀이) 

    그램-슈미트 방법을 써서 에 대응하는 직교다항식들을 구하면,  

         
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    들이다. 따라서   의 근     
    이 구적법의 마디점들이 된다. 는 [정리6.6]에서 차 다항식이므로

      인 경우라서 정밀도가   이 된다. 즉 차 다항식까지는

    구적법이 참값을 준다. 이 사실을 이용하여 을 구해 보자.
   

  
    이므로       
    이 되어    을 얻는다.    █
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적분구간 에서 Gauss구적법 계산하기 

 변수변환 

                     ≤ ≤ 
                   
 를 사용하면 

           
     

                   
     

                   ≈         

 와 같이 위의 적분을 위의 적분으로 대치하고 개의 마디점을 

 사용하는 Gauss-Legendre 구적법을 적용할 수 있다.  
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[예제] 2점 가우스 구적법을 사용하여   의 값을 구하여라.

 (풀이)     일 때 

      
  

                


               ≈    
                 
                 
                                                        █
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복합 Gauss-Legendre 구적법 

  적분 구간 를 등분 한다음 각 소구간에 Gauss-Legendre 구적법을 적용

  하면 복합 Gauss-Legendre 구적법을 만들 수 있다.     ≈          
                       
  여기서        ≤ ≤ 
[숙제] p322 #7 (2)      Gauss-Legendre구적법, 마디점 2개인 경우
                        WolframAlpha 의 값과 비교 

            #9 (1) 복합 Gauss-Legendre구적법, 마디점 2개인 경우, 10등분 
                        WolframAlpha 의 값과 비교 
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제7장 미분방정식의 수치해법

초기값 문제

   다음 미분방정식과 초기조건 ′   ∈
                            
   을 초기값 문제라고 한다.   

[예제] 다음 초기값 문제를 풀어라. ′  sin    
  (풀이) 미분방정식의 양변을 적분하면,  cos
    을 얻는다. 적분 상수 를 정하기 위하여 초기조건을 사용하면  cos
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    그러므로   이고, 구하는 해는   cos
   이다.    █

오일러 방법 

   구간 를 등분하여  
이라 하고, 마디점들을

       ⋯ 
   로 놓고,   라고 놓자. 도함수  ′에 대하여 전향수치미분식을 사용하면

   초기값문제는                             
      ⋯ 

   와 같이 수치적을 풀 수 있다. 다음 방법을 오일러방법이라고 한다.

         ⋯ 
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[예제] 다음 초기치문제의 정확한 해가   
임을 보이고, 오일러 방법

       을 이용하여 초기값문제  ′     ≤ ≤ 
                          
    의 근사값을 구하고, 정확한 해와 비교하여라. 

[숙제]  ′       ≤ ≤ 
  

   

      참해 :    
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Taylor 방법 

   초기값 문제  ′   ∈
                            
   가 유일한 해를 갖고 가 존재하고 연속임을 가정하자. 구간 를
   등분하여  

이라 하고, 마디점들을

       ⋯   

   로 놓자. Taylor 정리에 의하여, ∃∈ :

        ′
 ″ ⋯

                                  
  

    이다.  Taylor 방법은 위에서 마지막 항을 잘라버리고,

        ≈′
 ″ ⋯ 

   
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    을 사용한다.  여기에서 ′″ ⋯  는  ′  를

    이용하여 다음과 같이 구할 수 있다.

                    ′    

                    ′′     
                    ⋯⋯
                      
  

[예제] 초기값문제 ′     
      에   와 차 Taylor 방법을 이용하여 과 의 근사값을

      구하여라. 
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  (풀이)   ′  
           ⇒  ′′     ′     
           ⇒  ′′′     ′     
         ′

 ″ 
 ″′ 

                 
  

  
        
      ⇒     

  
 

                
             ≈  
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     ⇒    
  

    
               
                █

 [숙제] ′            차 Taylor 방법으로 풀어라. 

차 Runge-Kutta법 

   초기값 문제  ′   ∈
                            
   가 유일한 해를 갖고 연속임을 가정하자. 구간 를 등분하여  
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   이라 하고, 마디점들을
       ⋯   

   로 놓자. 차 Runge-Kutta법

                       
                        
                         --(*)
   을 구성하는데, (*)를 Taylor급수로 전개하였을 때와 비슷하도록, 실수 를

   정하여 보자. 를 (*)에 대입하고 Taylor급수를 전개하면,

             
   여기서 
         
                         
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   이므로
          
                          

          
                   

  ---(**)
   한편, 를 근방에서 Taylor급수를 전개하면,

         ′
  ′′

  ′′′
   여기에서 
          ′  
          ′′          



한남대학교 수학과 김상배교수 
- 120 -

          ′′′   
                   , by 곱의 미분

                  
                 ∂∂  ∂∂   , by 연쇄법칙

               
              
             
    그러므로
         

   
                

   ---(***)
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    이 된다.  식 (**)과 식(***)을 비교하면, 

       
    이 된다. 위 식을 만족하는 는 여러 가지가 있으나, 

               

    을 택하여 차 Runge-Kutta법

                       
                        
                          

    을 얻는다. 

차 Runge-Kutta 법

    가장 많이 사용하는 4차 Rung-Kutta법은 오차가 인데, 유도하려면 매우
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    복잡한데 결론적으로 차 Runge-Kutta법은 다음과 같다. 

                        
                        
                        
                        
                        

[예제] 초기값문제 ′   ≤ ≤ 
                  
      에 대하여  차  Rung-Kutta방법 (    ) 이용하여 구하고, 참해

        와 비교하여라.        

  [숙제] 차  Rung-Kutta방법 
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경계값 문제

   다음 미분방정식과 초기조건 ′′   ′ ∈
                             ,   
   을 경계값 문제라고 한다.   

유한차분법 

   구간 를 등분하여  
이라 하고, 마디점들을

       ⋯ 
   로 놓고,   라고 놓자. 도함수  ′와 2계도함수  ′′를 각각

                  ′ 
                  ′′ 
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   로 근사하면, 미분방정식은 차분방정식이 된다. 

    ,   ⋯
   경계조건         를 이용하면,  일반적으로는 개의 비선형

   연립방정식이 된다. 하지만,  ′이 선형( 와 ′에 대하여 차이고, 

   그 계수들이 만의 함수인 경우)으로 주어지면 그 차분방정식이 선형연립방정식이

   되어 Gauss소거법이나 Jacobi 반복법 등으로 근사해를 구할 수 있다.

 [예제] 경계값 문제 ′′       
       의 근사값을 유한차분법(  으로 구하여라. 

   (풀이) 

            이다. 
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       마디점      에 대하여 

       차분방정식을 구하면 

    
    
     

      정리하면

                         
                         
                         
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     이되고, 행렬 형식으로 쓰면 
      


 

 



     이 된다. 위 선형연립방정식을 Gauss소거법으로 풀면         
     을 얻는다.    █

  [숙제] 경계값 문제 ′′           
       의 근사값을 유한차분법(  으로 구하여라. 
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   [예제] 경계값 문제 ′′   sin ′cos   sin      
       의 근사값을 유한차분법(  으로 구하여라. 참해   sin와 비교하라.

   (풀이) 

        주어진 미분방정식을 차분방정식으로 바꾸면 다음과 같다. 

  sin  cos   sin
        sincossin  sin  █

  [숙제] 경계값 문제 ′′ ′  cossin          
       의 근사값을 유한차분법  으로 구하여라. 참해   cos와 비교하라.


