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 수치해석 : 해석학적으로 얻기 어려운 문제의 답을 수치적으

로 근사값을 구하려는 연구.

  예)  
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  Taylor 급수

   함수  가    에서 무한번 미분가능일 때 무한급수

 ′

 ′′



 ⋯

을    에서  의 Taylor급수라 한다.

특히    일 때  의 Taylor급수를 특히 Maclaurin급수라 한다.

 

 Taylor의 정리

함수  가    을 포함하는 구간에서  번 미분가능하면,    

   ′

 ′′
 ⋯ 


 

이고  


 가 되는 점  가  와  사이에 존재한다. 
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함수들의 멱급수 전개

Maclaurin 급수 수렴구간
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[예제]  의 값을 소수점이하 넷째자리까지 정확히 구하여라.

(풀이)

모든  에 대하여 

    





 ⋯ 





 ,      

이므로    이면   





 ⋯ 





이다.

  이므로    

  





이다. 

여기서    이므로   


이다. 

소수점이하 4째자리까지 정확하려면

      


  ×   이어야 하고

   이면 위 식을 만족하므로

≈





 ⋯ 


≈  이다.          █



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 6 -

[예제] sin° 의 값을 소수점이하 다섯째 자리까지 정확히 구하여라.

(풀이) 

  sin 로 놓으면   








 ⋯ 이다.  

°  
  




 
 





 
 





 
 



 ⋯ 
 

그런데    ≤  이므로 

     
 

 
 



≤

 
 



소수점이하 다섯째 자리까지 정확하려면

     

 
 



 ×   이어야 하고

   이면 위 식을 만족하므로

sin°  sin


≈




 
 



≈ 이다.         █
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평균값정리

  

함수 가 구간 에서 연속이고, 도함수 ′가 개구간 에서 존재하면, 

  ′
을 만족하는 ∈가 존재한다.



    ′
  ′ ″
  ′ ″ 

     

   



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 8 -  ′
  ′ ″
  ′ ″  

테일러의 정리 

  함수  가    을 포함하는 구간에서  번 미분가능하면,  

   ′

 ′′
 ⋯ 




이고  


  가 되는 점 가  와  사이에 존재한다. 
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적분에 대한 평균값의 정리 

  (미분에 대한) 평균값 정리와 (어떤 의미에서) 같다.

                ′
  로부터 
               ′
    ′ 라고 하면

왼쪽식 :   ′  
오른쪽식 :  ′   

그러므로    여기서 ∈
이것이 적분에 대한 평균값 정리이다. 
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컴퓨터의 구성 :  입력장치 + 중앙처리장치 + 출력장치

                          (제어장치+연산장치) + 기억장치(주기억+보조기억)

          



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 11 -

기억장치에 데이터를 저장하는 방법

  데이터가 0 과 1 로만 구성됨.  0 과 1 로 숫자, 문자, 그림, 음악 등을 표시한다.

  1 bit = 0 또는 1 

  1 byte = 8 bit =    개의 문자를 나타낼 수 있다.  ASCII코드
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0과 1로 숫자를 나타내는 방법

 정수(1배정도) : 4 byte = 32bit = ××⋯× ×  ×(약21억)개의 음수와, 0, 그리고 (약21억)개의 양수

를 사용할 수 있다.

 실수(1배정도) : 4 byte = 32bit = 부호1bit + 지수7bit + 가수24bit

       아보가드로수 : 산소16g에 들어 있는 산소원자수 =  ×
    7bit의 크기 :     →→
    24bit의 크기 : 10진수 7자리

    ≈  ×  
정수(2배정도)  : 8 byte=64bit=×  ×× = 약 –100경에서 +100경 

실수(2배정도)  : 8 byte=64bit=부호1bit + 지수15bit +가수48bit

    15bit =   →
    48bit = ≈× = 10진수 14자리
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실수의 과학적표기법

              ±⋯ ×≠ ≤   ≤ ≤
       ⋯  : b진법의 가수(mantissa) , 

        :지수(exponent),  :기저(base)

[문제] 가수가 3자리이고 ≤ ≤  (는 정수),     인 경우 컴퓨터가 

과학적표기법으로 나타낼 수 있는 실수의 개수는 몇 개인가?

[숙제] 1배정도로 나타낼 수 있는 실수의 개수는 몇 개인가?
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오차의 종류

  1. 원시오차 : 프로그램으로 수정할 수 없는 근본적인 오차.

      1) 초기오차 : 자연현상의 수학적 모델화 과정에서의 오차

                   무리수를 유한소수로 표현할 때의 오차

      2) 전환오차(최초입력) : 10진수를 2진수로 저장할 때 오차

  2. 처리오차 : 프로그램으로 수정할 수 있는 오차

      1) 절단오차 : 무한합을 유한합으로 계산할 때 오차

      2) 저장오차(중간입력) : 기억장치에 저장하기 위하여 반올림 할 때 오차

[예제] 전환오차의 예

           ∗⋯   
 따라서  을 유한한 가수를 사용하는 컴퓨터에서 전환오차가 생긴다.

 [숙제] 등식 ∗ 을 증명해 보아라.
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절대오차

      참값 에 대하여 근사값을 라고 할 때,  를 절대오차라고 한다.

상대오차

      참값 에 대하여 근사값을 라고 할 때,  
를 상대오차라고 한다.

유효숫자 n자리
      참값와 근사값 에 대하여, 만약 상대오차가 

  ≤ ×
     이면, 근사값 는 “유효숫자 n자리가 일치한다” 또는
                      “n자리의 유효숫자를 갖는다” 라고 한다. 
 
     주의 : n자리수가 정확하게 일치하는 것이 아니고, 비슷하게 일치함.
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[예제] (1)    이면  ≤ ×이므로 

        근사값 는 n=4자리 유효숫자를 갖는다. 즉 근사값의 4자리가 참값과
        비슷하게 일치한다고 볼 수있다.

   (2)    이면  ≤ ×이므로 

        근사값 는 n=4자리 유효숫자를 갖는다. 즉 근사값의 4자리가 참값과
        비슷하게 일치한다고 볼 수있다.

   (3)    이면  ≤ ×이므로 

        근사값 는 n=4자리 유효숫자를 갖는다. 즉 근사값의 4자리가 참값과
        비슷하게 일치한다고 볼 수있다.

   (4)    이면 ≤ ×이므로 

        근사값 는 n=4자리 유효숫자를 갖는다. 즉 근사값의 4자리가 참값과
        비슷하게 일치한다고 볼 수있다.



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 18 -

덧셈과 뺄셈

     유효숫자가 작은 숫자에 맞추어 계산한다. 예를 들어, 유효숫자 세 개인 수 

3.14와 유효숫자 5개인 8.9714를 더하면 산술적으로는 12.1114가 나오지만, 

유효숫자가 소수점 이하 두 개 이므로 결과는 12.11이 된다.

곱셈과 나눗셈

     두 측정치 중 유효숫자가 적은 쪽과 같은 유효숫자를 가진다.  예를 들어, 

     2.56 × 12.8690의 산술적 계산결과는 32.94464이지만, 2.56의 유효숫자가 

3개이므로 유효한 결과는 32.9이다.

유효숫자의 자리수 상실

   상대적으로 큰수를 곱하거나 작은수로 나누면 overflow 된다. 

   비슷한 크기의 숫자를 빼면 유효숫자 자리수가 상실된다.

       (유효숫자 5자리 -> 2자리)

   (해결법) 수학적으로 동치인 다른 식을 변형한다.
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  [예제] 



수열의 비교  ( )
    ⇔ ∃     ⇒  ≤ : 비슷한 속도로 에 수렴

     ⇔ →    :  이 보다 빠르게 에 수렴한다.

 [예제]

           , ln     
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수열의 수렴  (→)
   1차적 수렴 :   ≤ 
   2차적 수렴 :   ≤ 
   차적 수렴 :   ≤ 
[예제]     은 으로 1차적으로 수렴한다. 

       ≤   
[숙제]   은 으로 몇 차적으로 수렴하는지 보여라.
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제2장 비선형방정식의 해

선형방정식

         ⋯  ⋯  
     해가 기하학적으로 선형(직선, 평면, 초평면)으로 나타난다. 

     해가 없거나, 한 개 이거나, 무한 개로 나타난다.

비선형방정식

             sin     
     해가 없거나, 유한 개이거나, 무한 개로 나타난다.

     5차이상 다항식은 근의 공식 (근과 계수의 관계식)이 없다.

     비선형방정식은 일반적으로는 유한 회수로 구할 수 없고,  

     반복법을 사용하여 근사값의 수열이 참값으로 수렴하도록 한다.
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 이분법 (p21)

     함수 가 구간 에서 연속이고 가 부호가 다를 경우

     방정식   의 해를 찾는 방법 

      

입력 :      

    For    to 
          
         
         if ≤  or ≤  then stop

         if   then 
                   
         else
                  
         endif 
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[예제2.2] 방정식 tan  의 근이 구간 에 적어도 

하나가 존재함을 보이고 이분법을 사용하여 근사값을 구하라.

 (풀이) 

[중간값의 정리] 함수 가 구간 에서 연속이고

   min  ≤ ≤   max  ≤ ≤ 
       이면 ∀∈∃∈     이 성립한다.  

 함수   tan는 에서  연속이다.

   ≈   이므로 ≤ ≤ 
 이다.  중간간값의 정리에 의하여 ∃∈     이다.

 이분법에서 조건을        로 놓고 실행하면

   근방에서 근사값 을 구할 수 있다.  █  

[숙제] 이분법을 사용하여 방정식 sin   ∈를 해를 구하라.  
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[예제2.3] 방정식   의 근은 구간 에 존재함을 보이고,

  절대오차가 보다 작아지도록 과  을 구하여라. 

 (풀이)

      는 구간 에서 연속이고, 

                  
    이므로 중간값의 정리에 의하여 구간 에서 방정식   의 근이 

    존재한다.     이고

                 ⋯     이므로

       ≤    이 되게 하려면  ≤  이

    되고 양변에 log를 취하면 log ≤ log 이 되고 

    ≥log ≈  그러므로  이상이면 충분하다.  █
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[예제2.4] 방정식 tan  의 근을 구간 에서 이분법으로

    구할 때 상대오차가  보다 작게 되려면 최소한 몇 번을 반복해야 하는가?

  (풀이)  상대 오차 =  ≤    이어야 한다.

            이고  ∈이므로  ≤  .

       따라서 ×    이 되고,    이 된다. 양변에 로그를

       취하여 풀면   log ≈이므로 최소 번 반복해야 한다.  █

[숙제] 이분법을 이용하여 절대오차가 보다 작은  의 근사값을 구하여라.
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가위치법 (p26)

   함수 가 구간 에서 연속이고, 와 의 부호가 다를 경우,

     의 해를 구하는 방법으로,

   두 점  와  을 잇는 직선의 방정식은
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 가위치법 알고리즘

    

입력 :      

    For    to 
           
           
         if ≤  or  ≤  then stop

         if    then 

                   
         else

                   
         endif    
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[예제2.5] 방정식 tan  의 근이 구간 에 존재한다.

      가위치법을 사용하여 근사값을 구하라.

 (풀이)  

              을 사용하여 가위치법의 알고리즘을

      사용하여 구하면 대강  번 근방에서 근사값    을 구할 수 있다.

      이분법보다 수렴속도가 빠른 것을 알 수 있다.   █

[숙제] 방정식 sin   ∈의 해를 가위치법으로 구하는

   컴퓨터 프로그램을 하여 제출하라. 
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Newton 방법

뉴톤법은 방정식   에서의 함수 가

미분가능할 때, 사용할 수 있는 수렴이 빠른 

방정식이 수치해법이다.  초기 추측 에서 

시작하여 단계의 해의 근사값 이 주어졌을

때,  단계의 근사값 은 에서의

접선이 축과 만나는 지점이다.에서의 접선의 방정식

                         ′
 이 점 을 만족하므로

                         ′
 이 성립하고 을 구하면, 

                         ′
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뉴톤법 알고리즘

    

입력 :      

    For    to 
           ′


         if  ≤  or  ≤  then stop 

[참고] 수렴차수 구하기

               
⇒ 
    ⇒ loglog
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[예제2.6] 뉴톤법으로  의 근사값을 구하여라.

 (풀이)     일 때  는 방정식   의 근이다.

       ′  이므로 뉴톤의 반복식은

                  
 

  
 [예제2.7] 방정식 tan  의 근을 뉴톤법으로 구하여라. 

     초기추측  를 사용하여라. 

  (풀이)  수렴차수가 2가 나온다.
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[정리2.1] ″이 구간 에서 연속이고   의 근 가 단일근일 때, 

    즉    ≠′이라면,  근의 적당히 작은 근방에서 뉴톤법의 

    수렴차수는 2이다.

  (증명) 테일러 정리로부터  와 사이에 있는 에 대하여, 

             ′″  
        이 성립하므로,      를 적용하면,

              ′″ 
              ′

 ′
″ 

            ′
  ′

″              
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     뉴톤법   ′


 을 대입하면,

               ′
″ 

               ′
″ 

              ≈     ′″ 
       그러므로 단일근 근처에서 뉴톤법의 수렴차수는 2이다. █

 

[정리] 이 구간 에서 연속이고   의 근 가 중근일 때, 

       즉   ′  ≠″이라면,  뉴톤법의 수렴차수는 1이다.  

   (증명) 테일러정리로 부터 와 사이에 있는 어떤 에 대하여 다음이 성립한다.
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          ′″ 
       [정리2.1]처럼 뉴톤법을 이용하여

                 ′
″ 

        ′  을 이용하여

                
′′
″ 

        평균값의 정리를 이용하여, 와   사이에 있는 어떤 에 대하여,

                   ″
″ 

               ≈    ″″ 
        그러므로 중근 근처에서 뉴톤법의 수렴차수는 1이다. █
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[예제2.8]    의 2개의 근을 뉴톤법으로 구하고,

   각 근으로 수렴하는 근사 수열의 수렴차수를 비교하여라.  

  (풀이)  초기값으로 단일근 근처에서는   으로 

        중근 근처에서는   으로 시작하여 보자.  (숙제)

할선법

  초기추측 에 대하여, 

  두 점  을 지나는

  직선의 방정식

     
 

 이 점 을 만족하므로
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 이 성립하고, 을 구하면, 

                    


 이것을 일반화 하면

                    


     █

  참고로 할선법은 아래와 같이 뉴톤법의 근사식임을 알 수 있다.                    

           


 ≈′


 

할선법 알고리즘

    

입력 :      

    For    to 
           


         if  ≤  or  ≤  then stop 
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[정리2.2] ″이 구간 에서 연속이고   의 근 가 단일근일 때, 즉 

     ≠′이라면, 근의 적당히 작은 근방에서 할선법의 수렴차수는 

  1.62  정도 된다. 

 (증명)    로 표기하면 할선법은 

                      


  양변과 우변 분자에 근 를 빼거나 더하면, 

           
 

  오차    을 대입하면,  

                   


 



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 38 -

                   


                                 

                      


                      


여기서 테일러정리와   를 이용하면, 

    ′
 ″  ′

 ″
  ′

 ″  ′
 ″

이 되고 이것을 적용하면,
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        ′
 ″′

 ″
′

 ″′
 ″

여기에   ≈≈  를 적용하고, 분모에만, ≈≈ 을 적용하면,

      ≈′′
″ ″

       ′″
   ′″ 


       ′″ 
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그러므로  ≈  (여기서   ′″
) 를 얻었다. 

한편 수렴차수 는      로 정의된다. 

     한번 더      을 적용하면,  

                     
                         ---(1)

이 된다. 여기에 ≈  로부터 

                ≈    
                         ---(2)

(1),(2)로부터         
2차방정식의 근의 공식에 따라 

                  ≈ █
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[예제2.9] 방정식 tan  의 근을 할선법으로 구하여라. 

     초기추측    를 사용하여라.

  (풀이) 할선법은 뉴톤법보다 약간 느리다. 수렴차수는 1.62 근방으로 나온다.

[숙제]   의 근을 할선법을 사용하여 구하고, 수렴차수도 구하여라. 

      초기추측은       를 사용하여라.

고정점

    실수 는 함수 의 고정점이다.    ⇔    
 고정점반복법

  방정식     을   형태로 변형한 다음,  위와 같이 반복한다.

                ⋯   
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고정점반복법 알고리즘

    

입력 :      

    for    to 
           
         if   ≤   then stop 

 [예제2.10]

    방정식   의 근을 고정점 반복법으로 구하기 위하여

    반복함수 를 찾아 보아라.

  (풀이) 

       (1)     ⇒   
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       (2)    ⇒  
       (3)     ⇒   
       (4)    ⇒   
       (5)   

 ⇒   

[예제2.11]   방정식   의 근을 예제2.10의 반복함수들을 사용한

     고정점 반복법으로 구하여 비교하여라.

 [숙제] p54 #6을 컴퓨터 프로그램을 실행하여 비교하여라.
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[정리 2.3] (1) ∀∈  ∈
          (2) ∀∈  ′ ≤   
          (3) 초기값 ∈ , ∀∈N   
      ⇒ (1) 구간  안에 함수  의 고정점 가 존재.

          (2)  의 고정점은 유일하다.

          (3) 수열 은 고정점으로 수렴.

          (4)  ≤
 

 (증명)

     (1) 만약   또는   이면 고정점 존재.

           ∧    인 경우,  ′가 존재하면 는 연속이므로,

        ≡도 연속이다. 또한     이고, 또한

            이므로, 중간값의 정리에 의하여,   을 만족
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       하는 가  안에 존재한다.  그러므로       , 즉 

         인  가 존재한다. 

     (2) 서로 다른 두 개의 고정점 와 가 있다면, 평균값의 정리에 의하여, 

                         ′
        인 가 와 사이에 존재한다. 따라서

                        
                               ′ 
                             ≤
                              
        그러므로     로 모순이다. 따라서 고정점은 유일하다.

      (3) 평균값의 정리에 의하여, ∀∈N
                   
                          ′  
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                        ≤  
                        ≤  
                        ≤  
          그러므로 

                  ≤   
          여기에서   이므로 우변은 으로 수렴한다. 

          따라서 은 로 수렴한다. 

      (4) 삼각부등식에 의하여, 

               
                    ≤  
                    ≤ 
              ≤ 
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              ≤   ---(#)

       그런데 위 풀이 (3)으로부터, 

             ≤   
                     ≤    , by(#)

      그러므로 

               ≤
    █

  [명제] 정리2.3의 가정에, 가 연속이고, 

                ′  ⋯   ≠
   의 조건을 더하면,  수열 의 수렴차수는 가 된다.
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 (증명)

    오차를   라 할 때, 

            
                  
    여기에서 함수 가 연속이면, by 테일러 정리, 과 사이에 이 존재하여,

               ′ ″  ⋯   
                 ,  by    ′  ⋯  
    따라서, ≈  여기서    .
    그러므로 수렴차수는 가 된다. █
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Aitken의  방법

  고정점반복법을 가속하는 방법으로 

                             


  

  여기에서   
               

 

 (풀이) 고정점 반복법의 근사값 수열 이 고정점(참값) 으로 일차적으로 

   수렴한다고 하자.  그럼 어떤 상수 가 존재하여, 충분히 큰 에 대하여, 

                      ≈ ≈  
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    좌변끼리 나누고, 우변끼리 나누면

            
 ≈


 

             ⇒≈ 
             ⇒  ≈  
             ⇒≈


                     

             ⇒≈
  

             ⇒≈


             ⇒≈ 


  █
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Steffensen방법 알고리즘

    

    입력 :      

    for    to 
            
           
           
         if   ≤   then stop 

 [예제2.13] 함수    sin (책오타수정필요), 초기값과 

   종료조건을      로 하고, 반복함수  ≡′
에

   Steffensen법을 적용하여 중근에 대한 근사값을 구하고, 뉴톤방법은 중근에 대하여

   원래는 1차적을 수렴하는데, Steffensen법으로는 더 빠른 2차적으로 수렴한다. 

  [숙제] 방정식   의 구간 위 근의 근사값을 Steffensen 방법으로

        구하라. 종료조건     을 사용하라.  
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제3장 선형연립방정식의 해법

선형대수 요약

행렬, 상삼각행렬, 하삼각행렬, 항등행렬, 전치행렬, 대칭행렬, 교대행렬

역행렬, 정칙행렬, 특이행렬, 행렬식(determinant) 

정방행렬의 열공간 = 열벡터들이 (일차결합들로)생성하는 공간 

                 = 선형변환   의 치역= 열공간의 차원  = 핵공간 = ∈R     = 핵공간의 차원

일차독립, 일차종속.

고유치(), 고유벡터() :    ≠
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[정리3.2] [정리3.5]  ×정방행렬에 대하여 다음은 동치이다.

  (1) 가 정칙행렬이다 ( 즉 ∃ )
  (2)  는 단 하나의 해   을 갖는다.

  (3)  가 유일한 해를 갖는다. 

  (4) det≠
  (5)   
  (6)   
  (7) 선형변환    는 단사(1-1) 함수이다.

  (8) 가 일차독립인 개의 열들을 가진다.

  (9) 가 일차독립인 개의 행들을 가진다.

[정리3.7] 실수(또는 복소수) 는 ×  행렬 의 고유치이다. 
      ⇔  det  
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Gauss 소거법
[예제3.1] 다음 연립방정식을 Gauss소거법으로 풀어라.
 (1) 상삼각화 

           



                    


           : 증가행렬

        ⇒

                   


          

        ⇒

             


           




        ⇒

             


            



한남대학교 수학과 김상배교수 

- 56 -

  (2) 후진대입법 

                   
                
                        █

Gauss소거법 알고리즘

    

    입력 :         
  #상삼각화
    for    to   
         for    to 
               
             for    to 
                   
             end
               
         end
    end 
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     #후진대입법 

           
         for    to  
               
             for    to 
                  
             end
               
         end  

 [숙제] p92#1(2) Gauss소거법  

피벗원소(pivot element) : Gauss소거법에서 대각선에 나타난 원소

[주의]  피벗원소가 과 가까우면 계산에서 오차가 커지고, 이 되면 Gauss소거가

   불가능하게 된다. 그런 경우 피하기 위하여,  피벗원소가 있는 행을 절대값이 큰

   원소를 가진 다른 행과 교환하여 소거를 진행한다. 이것을 피벗팅(pivoting)이라고

   한다. 전체피벗과 부분피벗이 있는데, 전체피벗은 시간이 많이 걸리므로 부분피벗이 

   많이 이용된다. 
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[예제3.3]         여기서 는 매우 작은 양수이다.

   (풀이) (1) 피벗원소가 인 경우

                       
             컴퓨터의 오차 계산에 따라 

                


 

 ≈    
 

      (2) 피벗원소가 1 인 경우 (1행과 2행을 교환하여)
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         컴퓨터의 오차 계산에 따라 

            


 

 ≈     
 

        한편, 위 연립방정식의 정확한 해는     
 이므로 

        참값은  ≈ ≈ 이다.  즉 (2)가 바른 방법이다.   █   

  (숙제) 부분피벗Guass소거법 (필기로 풀기) (예제3.4참조)
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행렬의 기본행연산
  (1) 서로 다른 두 행을 바꾼다. (row exchange)

  (2) 한 행을 ≠배 한다.

  (3) 한 행에 다른 행의 배를 더한다. 

행렬의 행동치(동치관계)
   행렬에 기본행연산을 유한번 행하여 얻은 행렬은 원래 행렬과 행동치이다.

Gauss소거 연립선형방정식 해법
   증가행렬과 행동치인 상삼각행렬을 만들어 후진대입법으로 푼다.

기본행렬(3가지 타입)
   항등행렬에 기본행연산(3가지 타입)을 행하여 만든 행렬.

  (예) 

       


   ×단위행렬의 첫행에 를 곱하여 3째행에 더한다.
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기본행렬의 성질
 (1) 행렬에 기본행연산을 하는 것이나 그 기본행연산을 항등행렬에 행하여 얻어지는
    기본행렬을 그 행렬의 왼쪽에서 곱한 것이나 같은 결과를 준다.
   
 (2) 기본행렬의 역행렬 

         

       


         




 (3) 기본행렬들의 곱

         

       


       


        


   

 

(숙제) p102#8  기본행렬들의 곱
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LU 분해법
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LU분해후 연립선형방정식 해법

      ⇔  
             ⇔    ∧ 
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[예제3.6]

       ⇔        

    

              ⇔        

      


   

      먼저,   

       


    를

      전진대입법으로 풀면         
      다음으로  


      


  


 를

      후진대입법으로 풀면           █ 
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[정의3.15]

  벡터공간 에 대하여, 함수 ⋅   → R 를 벡터노름(norm)이라 한다.

  
정의⇔ (1) ∀∈  ≥ 

      (2) ∀∈R∀∈    
      (3) ∀∈  ≤    (삼각부등식)

      (4)     ⇔    
[정의] 벡터공간에서 → 정의⇔   → 
노름(norm)의 예

  벡터 공간 Rn의 원소   ⋯ 에 대하여 다음 정의되는

  함수들은 노름이 된다. 

                               
                       ∞  ≤ ≤ max 
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[예제3.9] 벡터   에 대하여,   ∞ 를 구하여라.

행렬의 노름

           정의 ≠max
 벡터노름에 따라 

     ≠max


,   ≠max


,  ∞ ≠max∞
∞

 

행렬노름의 성질

   (1)  ≥                  (5)  ≤  
   (2)                 (6)   ≤    
   (3)   ≤       (7)     ,  는 항등행렬

   (4)     ⇔  
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 (증명) (5)     ≠max
 이므로 

          모든 ≠에 대하여

              ≤    이다. 그러므로  ≤    이다.

          모든   에 대하여,   이고     이므로

                     이므로 역시 성립한다.   █ 

 [정리3.18] ×행렬   에 대하여,

      (1) ∞ ≤ ≤ max   
       (2)  ≤ ≤ max   

   
 (증명) 

  (1) ∞        ∞
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             ≤ ≤ max    
            ≤ ≤ ≤ max     
            ≤ ≤ ≤ max     ∞
    ≠에 대하여, 

          ∞
∞≤ ≤ ≤ max    

    그러므로 ∞  ≠max∞
∞≤ ≤ ≤ max     --[1]

   반대방향의 부등호를 보이기 위하여 특별한 를 선택하여 보자.
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      들 중에서   에서 최대값을 가진다고 할 때, 즉

                ≤ ≤ max           
   라고 할 때,    를 다음과 같이 정의하자.

                   


  ≠
    

  그러면 모든   이 되어 ∞   임을 알 수 있다.   그래서  

          ∞        ∞   ≤ ≤ max    
                 ≥     ≥    ≠
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                 ≥    ≠
 
        ≤ ≤ max    

     그러므로 

              ∞≥ ≤ ≤ max    
     그런데 ∞   이므로

          ∞
∞ ≥ ≤ ≤ max    

     따라서 

         ∞  ≠max∞
∞≥ ≤ ≤ max     --[2]

     [1],[2] 에 의하여 결론이 증명되었다.    █
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  [예제3.10] 다음 행렬 에 대하여  ∞와  을 구하여라.

                    

 

     (풀이)  

      (1) ∞ ≤ ≤ max   
   max  

      (2)  ≤ ≤ max   
   max   █

조건상수

   가 정칙행렬(=역행렬를 가진 행렬)일 때,  

                  
   을 의 조건상수라고 한다.   
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 [예제3.11] 다음 행렬의 조건상수를 ⋅ ∞을 사용하여 구하여라.

                 
   (풀이) 

             이므로

       ∞   ∞   이다  따라서

          ∞ ∞      █ 

[참고] 

   예제3.11에서 이  (zero)로 가면 행렬 는 비정칙행렬로 가까이

   간다.  그 때 조건상수는 무한히 커진다. 한편 가 정칙 행렬이면    

              ≤      이다.
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잉여벡터(residual vector) : 
[정리3.20] 가 정칙행렬일때 선형연립방정식   ≠의 

    참해를 라고 하고, 근사해를  할 때, 다음이 성립한다.

              ≤ ≤ 
   (둘째 부등식 증명) 

        
              이므로 

        이다. 

     따라서
            
                 ≤       --[1]
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     한편    로부터,

             
             ≤   
     따라서 

           ≤  --[2]

     [1], [2] 로부터 

              ≤   
                         

   █ 

 (숙제) 위 예제3.20 의 첫 번째 부등식 증명
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불량조건행렬

  정리3.20 으로부터 조건상수가 크면 잉여벡터의 크기 가
  아무리 작더라도 근사해 의 참해 에 대한 상대오차  

가 

  커질수 있다 것을 알 수 있다.  이와 같이 조건상수가 큰 행렬을

  불량조건행렬(ill-conditioned matrix)라고 한다.

  그러니까 불량조건이면 벡터  (보통 실험 관찰에서 얻어지는 수치)

  의 조그만 오차에도 근사해의 오차가 커질 수 있다는 점을 알 수 있다.

선형연립방정식(  )해법

  1) 직접법 : 가우스소거법(LU분해법) - 많은 연산량과 기억량 필요

  2) 간접법 : 반복법 – 적은 연산량과 기억량 필요.
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행렬( ) 분할

       여기에서  은 정칙행렬(∃  ).
반복법( iterative method )

       
         
         
     초기(추측)벡터 
    단계 근사수열  :      ⋯
[정리 3.22] 반복법 수렴의 조건

 행렬의 분할  에 대하여, 만약   ≤   이면,

 임의의 초기벡터에  에 대하여, 반복법   에
 의하여 주어진 수열    는  의 정확한 해 에 수렴한다
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 또한                 ≤  
                      ≤

 
 (증명) 

    정확한 해 는 방정식  을 만족하므로   이다.

    그러므로 

                  ⇒     
                       ⇒   
              ⇒     
                                 
                                
              ⇒      
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              ⇒        
                            ≤       
                            ≤     
              ⇒  ≤     -- [1]

                            ≤     by [1]

                            ≤      
                            ≤ ⋯ 

                            ≤    
              ⇒  ≤      -- [2]

              ⇒  →  since →  as →∞
              ⇒  →  
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   두 번째 부등식을 증명해 보자.

             
                   ≤      , by 삼각부등식

                    ≤      
        ⇒   ≤   
        ⇒  ≤    --[3]

       [2]로부터, ≤      
                          ≤     by [3]

       그러므로 

                 ≤      █ 
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[설명]

  정리3.22 로부터, 수렴하기 위한 충분조건으로     인 분할

   을 찾아야 하고,     와 같이 

  각 단계에서 를 얻으려면  을 계수로 갖는 연립방정식을 쉽게

  풀 수 있어야 한다. 

Rechardson 방법

    으로 선택하면,   가 된다. 그러므로

                 ,   ⋯
Jacobi 방법

   으로 선택하면,    가 된다. 그러므로

                  ,   ⋯
  여기서    ,  :대각행렬,  :하삼각행렬,  :상삼각행렬 
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Gauss-Seidel 방법

   으로 선택하면,    가 된다. 그러므로

                   ,   ⋯
  여기서    ,  :대각행렬,  :하삼각행렬,  :상삼각행렬

[정의3.23]

   × 행렬 는 강대각지배행렬이다.

   
정의⇔  ≤ ∀≤    ≠    

[정리3.24]

   × 행렬 는 강대각지배행렬이면,  임의의 초기벡터 에 대하여,  

   Jacobi 방법은 항상   의 해에 수렴한다. 
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 (증명)

     정리3.22에 의하여   를 보이면 된다.

     노름은 아무나 선택해도 되므로, ∞   을 보이자.

       
        


   ⋯    ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯   ⋯⋯ 


  ⋯  ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ 




        

   ⋯    ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯   ⋯⋯ 


  ⋯  ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ 
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    ⋯    ⋯ ⋯ ⋯  ⋯ ⋯   ⋯ 




          ∞  ≤ ≤ max   ≠    by 정리3.18

     그런데 가 강대각지배행렬이므로, ≤ ∀≤  ,

                  ≠    
     따라서, 

                  ≠ 
    

     그러므로
               ∞      █ 
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[정리3.29]

   × 행렬 는 강대각지배행렬이면,  임의의 초기벡터 에 대하여,  

   Gauss-Seidel 방법은 항상   의 해에 수렴한다. 

Jacobi 방법 실행

   
       
             
      ,   ⋯           


   ⋯    ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯   ⋯⋯ 


⋮   ⋯  ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯ 


⋮



⋮
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    ⋯      ⋯ 
   ⋯  ⋯ ⋯  ⋯ ⋯ ⋯    ⋯  
Jacobi 알고리즘  

    

    입력 :        
    for    to   
         for    to 
               
             for    to 
                 if( ≠ )    
             end
                 
         end
           
    end 
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(숙제) 다음 주어진 초기벡터 를 이용하여 Jacobi 방법으로 다음 선형연립

      방정식을 풀어라. 


       


      

     (1) 지필 숙제로 3회 반복하여 근사해를 구하여라. 

     (2) 컴퓨터 숙제로    제한조건으로 실행하라.
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Gauss-Seidel 방법 실행
  
      
             
     ,   ⋯        

     ,   ⋯         
   ⋯    ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯   ⋯⋯ 


⋮     ⋯    ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯⋯⋯ 


⋮              

                       

  ⋯  ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯   ⋯ 


⋮



⋮
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    ⋯      ⋯        ⋯ 
   ⋯  ⋯ ⋯ ⋯  ⋯ ⋯ ⋯       ⋯ ⋯  
Gauss-Seidel 알고리즘

     

    입력 :        
    for    to   
         for    to 
               
             for    to 
                 if( ≠ )    
             end
                 
         end
    end 

  [숙제] Jacobi 숙제와 동일
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제4장 행렬의 고유치 문제

고유벡터와 고유치

 ×  정방행렬 에 대하여 차원 벡터 x ≠를  의 고유벡터

 (eigen vector)라고 한다.

 
정의⇔  ( ∃상수  , 벡터 x≠  :  x  x )

 
정의⇔  ( x≠ y Ax   ⇒  x y  )   

               : 행렬로 선형변환하여도 방향을 바꾸지 않은 벡터.

 여기에서 상수 를  의 고유치(eigen value) 라고 한다.  

 고유치와 고유벡터을 묶은 쌍을 x를  의 고유쌍(eigen pair) 라고 한다.  
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고유방정식 (특성방정식) 에 관한 방정식 x  x 을 풀기 위하여 x  x을 변형하면 

                            x 
가 되고, 이 아닌 벡터 x가 위 식의 영이 아닌 해가 되기 위한 필요충분조건은

                          det   
이다.  위 방정식을 고유방정식(eigen equation) 또는 특성방정식(characteristic 

equation)이라고도 한다. 

고유치 해법 ×  정방행렬 에 대한 고유방정식은 에 대한 차 대수 방정식이므로 

중근이 없다면 최대 개의 고유치가 있을 수 있다.  고유치를 구하려면 차방정식을 풀면 되지만, 5차이상은 근의 공식이 없고, 고차방정식은 계수들의 

작은 오차에도 근의 근사값의 오차가 크다. 따라서 고유치를 구하기 위하여는 

반복법과 같은 다른 접근이 필요하다.
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고유벡터의 비유일성과 고유공간

행렬 의 고유벡터 x의 스칼라 배인 x도 의 고유벡터가 된다. 왜냐하면,

                 x  x x x 
              즉  x  x
이다. 어떤 고유치 에 대응하는 모든 고유벡터들의 집합을 고유공간(eigen 

space)이라고 한다.

고유벡터의 일차독립성

  어떤 행렬 의 서로 다른 고유치에 해당하는 고유벡터는 일차독립이다.  

(증명) x x⋯x ∀ ≠를 고유쌍들이라고 하자.

  만약 xx⋯x    가 일차독립인 최대갯수라고 가정하면

  모두는 이 아닌 상수들  ⋯가 존재하여

                  xj  xx⋯x --(1)
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로 표시된다. 양변에 행렬 를 곱하여 

                  x xx⋯x 
                  xj  xx⋯x              
      xx⋯jx  xx⋯jx       
    xjx⋯jjx          
    xx⋯x   여기에서   .
 그런데 (1)에서 ∃≠  이므로 ∃  ≠이다.

 이것은 xx⋯x 가 일차독립이라는 사실에 모순이다.  따라서 

 xx⋯x 들 중에서 일차독립인 최대갯수 는   이면 안된다. 

 즉   이어야 한다.    █ 
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[주의] 서로 다른 고유치의 수와 대응하는 고유벡터 수는 일치하지 않는다.

[예제 4.1]

 행렬    의 고유치 는 모두 이지만,  대응하는 고유벡터는 

x 뿐이다. 

 행렬    의 고유치 는 모두 이지만,  대응하는 고유벡터는 

x  x이다. 

[숙제] p127 #2 
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유사행렬(similar matrix)×  정방행렬  에 대하여,

          는 의 유사변환이다.

     
정의⇔  ∃      

     
정의⇔ 는 유사하다.  (  ∼ )

(주의)  
∼ 는 ×  정방행렬들에서 동치관계이다. 

     그러므로  가 의 유사변환이면 도  의 유사변환이다.  
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[정리4.2] 행렬 의 고유쌍이 x이고      이면,  x는
         의 고유쌍이 된다. 

    (증명)  x x ⇒ x x   

                    ⇒ x x   양변에 왼쪽에 를 곱하여

                              x 

                    ⇒  x x
[정리4.3] Schur 정리

     모든  ×  행렬은 삼각행렬과 유사하다.

[주의] Schur 정리는 삼각행렬의 존재성만 보여주고, 삼각행렬을 계산하는 방법은

      제공하지 않는다. (상, 하)삼각행렬과 대각행렬의 고유치는 그 대각원소의 

      값들이 된다. 
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벡터의 직교

  두 벡터 xy 가 xTy   를 만족하면 두 벡터는 직교(orthogonal)하다.

직교행렬 

   정방행렬 가    를 만족 하면 행렬  를 직교행렬
   (orthogonal matrix)라고 한다. 

[정리4.5] ×  행렬  이 대칭행렬이면, 

 (1) 모든 고유치 ⋯ 가 실수이다.

 (2) 직교하는 개의 단위 고유벡터 vv⋯ v 들이 존재한다.

 (3) 고유벡터 vv⋯ vn 들이 기저를 이룬다.  즉 모든 벡터들은 고유벡터들의

     일차결합으로 표시된다. 

 (4) 대각행렬  ⋯   vv⋯v  라고 하면

          vv⋯v   v v ⋯v  즉    

     그러므로      또는   가 된다.
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                                 w v
                      Rn  Rn 
                    

   v
                           

   w
 

                                                       

                      Rn  Rn 
                    

   x
                            

   y
 

   

그러므로    또는   이다.

(주의)  는 직교행렬이므로  이다.

 [숙제] p132 예제 4.2 (필기 숙제)

v  v⋯v
 

 v⋯ v⋮  
   x
  

 y  v
 x  v

 y   x
 x  v

 w  y
 w  v
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거듭제곱법(멱방법)

 ×  실수행렬  이 개의 고유치 ⋯와 일차독립인 고유벡터 

 v⋯v 를 가지고 

                        ≥⋯≥  ≥ 
를 만족한다고 가정하자.  임의의 초기벡터 x 에 대하여, 반복법

                      x   x   ⋯
을 거듭제곱법(power method)라고 한다.  실제 실행할 때,  x의 크기가 너무

크거나 작아지면, 오차 발생이 커지므로, 도중에 적당히 크기 조절을 해준다. 

[정리] 거듭제곱방법에서 벡터 x 는  절대치가 가장 큰 고유치 에 대응하는

      벡터 v에 수렴한다.

 (증명)  

    고유벡터 v⋯v 들이 일차독립이므로 초기벡터  x 는 고유벡터들의
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   일차결합으로 표시될 수 있다.   즉  

               ∃⋯  x  v ⋯ v
   이다. 그러면 

               x  x
                    v ⋯ cv
                    v ⋯  v 
                   v ⋯ v 
                     v v ⋯  v  
   그런데,    ≥⋯≥  ≥  로부터

                     
 ≥

 ≥⋯≥
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    이므로  →∞ 에 따라,   → ≤ ∀≤  이므로

                        x →  v
    와 같이 수렴한다.    █ 

거듭제곱법에서 고유치구하기

          x x
                  x
   이므로 ≤ ≤  인 어떤 에 대하여  x 는 x의 번째 성분이고,

   고유치의 근사값은   x  x 로 계산될 수 있다.

[예제4.4] 행렬     에 초기벡터 x  를 이용하여 거듭제곱

  방법을 실행하여 절대치가 가장 큰 고유치와 대응하는 고유벡터를 구하여라. 

[숙제] p149 1-(1) : 거듭제곱법
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역거듭제곱법

  정칙행렬 의 고유치 ≠ 와 고유벡터 v에 대하여 고유방정식 

  v  v 의 양변에 역행렬 을 곱하면
                      v v 
                      v  v
                     v  v
                    v   v
  따라서 역행렬  은 고유치   와 고유벡터 v 를 갖는다.  즉 역행렬에

  거듭제곱방법을 적용하면 절대치가 가장 작은 고유치를 구할 수 있다. 이 방법을

  역거듭제곱법(inverse power method)라고 한다. 

 [예제] 역거듭제곱법으로 절대치가 가장 작은 고유치와 그 고유벡터를 구하라.
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이동된역거듭제곱법(shifted inverse power method)

   고유치가 아닌 특정상수 에 대하여 고유방정식  v  v 으로부터
    v v 를 양변에서 빼면 
                      v v vv 
                        v  v
                         v  v
   그러므로 행렬   에 거듭제곱방법을 적용하면 고유치 

                       ⋯ 
   중에서 절대치가 가장 큰 고유치  와  그에 대응하는 고유벡터 v를
   구할 수 있다. 그것으로부터 행렬 의 고유치 중에서 특정상수 에 가장

   가까운 고유치 와 그에 대응하는 고유벡터 v를 구할 수 있다. 이 방법을

   이동된역거듭제곱법(shifted inverse power method)라고 한다. 

  [숙제] p148 예제4.5 : 이동된역거듭제곱법 (   )
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Householder 변환

크기가 같은 두 벡터 x와 y의 종점을 잇는 선분의 수직이등분선 을 기준선으

로 벡터들을 대칭(거울)변환하는 것을 Householder 변환이라고 한다. 대칭변환이

기 때문에 한번 더 변환하면 원래로 돌아온다. 즉   가 된다.

                     

x

y
u







 

   선분   의 길이는 단위벡터 u xy xy
를 이용하여 내적 x⋅u 로

   주어지고, 벡터 xy는 xy  x⋅uu 로 주어진다. 
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    그러므로  y  x  x⋅uu  

                x  u⋅xu   x  u u⋅x 
                x  u uTx   x   uuTx 

                  uuTx정의   x
여기에서 행렬  uu  를 Householder 행렬이라고 한다. 이 행렬을 

이용하면 어떤 벡터를 원하는 좌표축이나 좌표(초)평면으로 대칭변환하여,  최소 
개를 제외한 나머지 성분들이  (제로)가 되도록 변환할 수 있다. 그런데 위에서 

벡터 y의 종점을, 양의 좌표축 위에만 아니라, 음의 좌표축 위에도 선택할 수 있

는데, 컴퓨터 계산 중 뺄셈에 의한 오차를 줄이기 위해서는, x의 종점에서 먼 방

향의 좌표축 위에 위치하도록 y를 선택하는 것이 좋다.

[예제4.6] 벡터 x  를 길이가 같고, 3번과 4번째 성분이 이 되는 

   벡터로 변환하는 Householder행렬을 찾아라. 
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 (풀이)  벡터 x와 길이가 같고, 번째와 번째 성분이 이 되는 벡터 y를

     y  라 하면,  

           x  y ⇒   
                     ⇒   ±
                           ±
     y의 번째 성분 의 부호를 x의 번째 성분 의 부호와 반대 쪽을 

     택하면    이 된다.  그러므로                

                    xy   
                            
                ⇒    xy    

                ⇒    u  
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     그러므로 Householder 행렬은

                    uuT  




    
     
   
    




 

     이다.   █

  [숙제] 예제4.6에서 첫 번 성분만 제외하고 모두  (제로)가 되는 벡터, 즉 

       y  a 로 변환하는 Householder 행렬을 구하라.

제2고유치 구하기(수축방법)

  행렬 의 고유치 에 대응하는 고유벡터 v  ⋯ 를 크기가 같고,

  첫 번 성분을 제외한 나머지 모든 성분이 모두  (제로)가 되고, 첫 성분이 와
  반대 부호를 갖는 벡터로 변환하는 Householder 행렬을  라고 하자. 
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   즉
                   v  e    ( v  )  --(1)

  이다. 고유 방정식 v  v 의 양변에 행렬  를 곱하여 

                     v v
                           v by 선형성

                           e by (1)

                           e
                ⇒   e v  

                           v  by    
                          v  by 결합법칙

                          e  by (1)

                           e by 선형성

               ⇒    e   e  by ≠
                     ( 의 고유(치,벡터)가  e이 됨)
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               ⇒     ⋮    ⋮ 
   그러므로 위 우변은 행렬  의 첫 열벡터이다. 따라서 

                     

   ⋯ ⋮

  


행렬  는 와 유사행렬이므로  의 고유치들은 의 고유치들과 같고,  

행렬  는 를 제외한 의 모든 고유치들을 갖고 있다. (정리4.7참조)  행렬 
를 의 수축행렬이라고 한다. 수축행렬  에 거듭제곱법을 행하면 의 제2의 

고유치를 구할 수 있다.    █
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제2고유벡터 구하기

  수축행렬  에 거듭제곱법을 행하여 얻은 고유치  과 고유벡터 w로부터 

  행렬  의 고유벡터 x 를 거쳐, 행렬 의 고유벡터 v 를 구해보자.

  우선 고유치  에 대응하는 행렬  의 고유벡터를 x 라고 하자.  즉

                       x  x
                 


   ⋯ ⋮

  

⋮ ⋮ --(1)

  위 식의 행부터 행까지 방정식을 모으면 다음을 얻는다.

                       

  

 ⋮ ⋮ 
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  여기에서,  의 고유치 에 대응하는 고유벡터가 w  ⋯ 임을

  알 수 있다. 즉  행렬의 고유벡터의 성분  ⋯은  에 거듭제곱  

  법을 실시하여 얻는 고유벡터 w 로부터 얻을 수 있다.  나머지 성분 을
  구하자면, 식 (1)에서 행만 모으면 

                        rw    
                    ⇒    rw

 , r ⋯ 
  이렇게 구해진  의 고유벡터 x를 이용하여, 이제 행렬  의 고유벡터 
  v 을 구해보자.

                       x  x
                 ⇒     x   x  by 양변에  곱하기

                 ⇒    x   x   by    와 선형성
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                 ⇒     x    x   by 결합법칙

                 ⇒   v  v  with v H x
  그러므로 행렬  의 고유벡터 v 는 v H x 로 계산할 수 있다.    █

[예제4.7] 행렬  가 고유치    와 고유벡터 v  을 갖고 

   있을 때 수축방법을 이용하여 제2의 고유치  과 대응하는 고유벡터 v 를

   구하여라.  (컴퓨터 사용)  

         



[숙제]  p161 #9  (컴퓨터 사용)   


